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۱ فصل

خطاها تحلیل

ͬ شویم. م آشنا آنها آمدن بوجود ریشە ی و عددی محاسبات در آن انواع خطا، مفهوم با فصل این در

نماییم. تحلیل و کنترل خود محاسبات در را آنها بتوانیم بهتر تا ͬ کند م ͷکم ما به خطا ها با شدن آشنا

خطا ها اولیە ی مفاهیم ۱ .۱

۱ .۱ شͺل در که همانطور ͬ شویم. م آشنا (Aⅽⅽuraⅽy) درستͬ و (Preⅽision) دقت مفهوم با ابتدا
عملͺرد آن تکرارهای نتایج بودن یͺسان و تمرکز میزان به عملͺرد ͷی در دقت میزان ͬ کنیم، م مشاهده
هدف به تکرار ها نتیجە ی میانگین بودن ͷنزدی به عملͺرد آن درستͬ میزان ͬ که صورت در ͬ گردد م باز
ͷی با همواره نادرست اما و دقیق اندازە گیری ابزار ͷی مثال بطور پس دارد. بستگͬ عملͺرد آن نهایی
قابل کالیبراسیون با ابزار این ͬ کند. م اندازە گیری دور هرچند واقعͬ، اندازە ی از مشخص فاصلە ای
عدم نیست. استفاده قابل هم کالیبراسیون با حتͬ درست ولͬ نادقیق ابزار ͷی اما ͬ باشد. م اصلاح
را (Inaⅽⅽuraⅽy) درستͬ عدم و (Unⅽertainty) قطعیت عدم گاهͬ را (Iⅿpreⅽision) دقت

ͬ نامیم. م نیز (Bias) پیش قدر
یا عمل در مقدار این که است. واقعͬ مقدار ͷی زدن تقریب اصلͬ هدف عددی محاسبات در
مقدار این از خوبی تقریب ͷی یافتن پی در ما و ͬ آید م بدست پرهزینه بسیار یا و است دست نیافتنͬ

باشد. کافͬ درستͬ و دقت دارای ͬ بایست م تقریب این هستیم. واقعͬ
مطلق خطای تعریف، عنوان به .( x ≈ x̃ ) باشد x دقیق مقدار برای تقریبی x̃ مقدار کنید فرض
واقعͬ مقدار از x̃ تقریبی مقدار اختلاف از ͬ دهیم، م نمایش et با که (True Absolute Error) واقعͬ
مشخص نیز واقعͬ خطای نیست، مشخص ما برای x واقعͬ مقدار که آنجایی از ͬ آید. م بدست x

ͬ باشد. م ex̃ بالای حد دارای و x̃ تقریبی مقدار تابع که ͬ دانیم م فقط ͬ باشد. نم

et(x̃) = |x− x̃| ≤ ex̃, → x̃− ex̃ ≤ x ≤ x̃+ ex̃ (۱ .۱)

۵
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چاپرا) کتاب (منبع: درستͬ و دقت مفهوم :۱ .۱ شͺل

واقعͬ مقدار قرارداد، بنابر و دارد قرار حدی مقدار دو بین است، ناشناخته که واقعͬ مقدار پس
ͬ دهیم. م نمایش زیر شͺل به را

x = x̃± ex̃ (۲ .۱)

کوچͺترین ͬ کنیم م سعͬ محاسباتͬ روش های در و ندارد یͺتایی مقدار (ex̃) خطا بالای حد
در و است واقعͬ مقدار به وابسته و حساس بسیار مطلق خطای مقدار آوریم. بدست را ممͺن تخمین
بهترین تشخیص و مختلف تقریب های مقایسه برای صحیحͬ معیار شاید محاسباتͬ موارد از بسیاری
(True Relative Error) واقعͬ نسبی خطای از یͺدیͽر با تقریب ها مقایسه در لذا نباشد. تقریب

است. واقعͬ مقدار به واقعͬ مطلق خطای نسبت که ͬ کنیم م استفاده

ϵt =
|x− x̃|
|x|

(۳ .۱)

خود که است دلیل همین به و ͬ باشد نم دسترس در قاعدتا واقعͬ مقدار شد، مطرح که همانطور
مطلق خطای دقیق، نسبی و مطلق خطای مقابل در نتیجه در کردە ایم. تقریبی مقدار به محدود را
Expected) انتظار مورد مقدار از تقریب اختلاف خطا آن ها در که دارد وجود هم تقریبی نسبی و
الͽوریتمͬ از x واقعͬ مقدار تقریب برای کنید فرض مثال بطور ͬ آید. م بدست محاسبه هر در (value
ͬ کنیم م پیدا تقریب ͷی گام هر در یعنͬ ͬ شود. م ͷنزدی واقعͬ مقدار به گام به گام که ͬ کنیم م استفاده
(i+1)ام گام در و x̃i با را x مقدار (i)ام گام در الͽوریتم است. قبلͬ گام به نسبت بهتری تقریب که
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دارد، قبل گام به نسبت بهتری تقریب +i)ام 1) گام در الͽوریتم آنجاییͺه از ͬ زند. م تقریب x̃i+1 با
با را ϵa تقریبی نسبی و ea تقریبی مطلق خطای و است x̃i+1 انتظار مورد مقدار لحظه این در لذا

ͬ کنیم. م تعریف زیر روابط

ea = |x̃i+1 − x̃i|, ϵa =
|x̃i+1 − x̃i|
|x̃i+1|

(۴ .۱)

قطعا ͬ باشد، م تکرار مبنای بر روش و ͬ شود م انجام مرحله به مرحله تقریب زدن که روش هایی در
انتخاب شود. متوقف باید مرحلە ای در نهایت در و کند پیدا ادامه بی نهایت تا ͬ تواند نم الͽوریتم
خطای این ͬ گیرد. م انجام نظر مورد تقریب خطای بالای کران انتخاب طریق از معمولا مرحلە  این
ϵs و es با را توقف نسبی و مطلق خطای ترتیب به و ͬ نامیم م توقف خطای را شده تعیین پیش از
از خطا مرحلە ای در تا ͬ کنیم م تکرار آنقدر را مراحل تکراری، الͽوریتم های در پس ͬ دهیم. م نمایش
x =

√
2 = عدد داریم تصمیم تکراری عددی روش ͷی با کنید فرض شود. کمتر توقف خطای

مساوی یا بزرگتر عددی باید تقریب حاصل پس بزنیم. تقریب اعشار رقم ۲ با را 1.414213562...
اعشار رقم ۲ به که x̃ ∈ [1.405, 1.415) بازه این در عددی هر باشد. 1.415 از کوچͺتر و 1.405

واقعͬ مقدار از بازه این در تقریبی هر دیͽر نگاه از شد. خواهد x̃ = 1.41 عدد به منجر شود گرد
دارد. 0.005 از کمتر فاصلە ای

et = |x− x̃| ≤ 0.005 = 0.5× 10−2

کلͬ حالت در و داد تعمیم بالاتر اعشار ارقام به ͬ توان م را آمد بدست اعشار رقم ۲ برای که نتیجه این
توقف خطای از (Decimal Point) اعشار رقم n تا تقریب برای

ea ≤ es = 0.5× 10−n (۵ .۱)

تقریبی مطلق خطای شدن کوچͺتر مراحل، تکرار توقف شرط برای که کنید دقت نمود. استفاده
خطای روی شرط بجای است. محاسبه قابل مرحله هر در که ͬ شود م بررسͬ es توقف خطای از ea
که داد نشان ͬ توان م حالت این در نمود. اعمال نسبی خطای روی را توقف شرط ͬ توان م مطلق،

است. اطمینان قابل (Significant Figure) ͬ دار معن رقم n حداقل تا نظر مورد تقریب

ϵa ≤ ϵs = 0.5× 10−n (۶ .۱)

دفعه این و بزنیم تقریب را x =
√
2 = 1.414213562... عدد بخواهیم که کنید فرض مجددا

عدد، ͷی ͬ دار معن ارقام کردن پیدا برای باشد. ͬ دار معن رقم ۲ تا دقت اعشار، رقم ۲ بجای ما نظر مد
از اعم مانتیس، ارقام تعداد سپس بنویسیم. (Scientific Notation) علمͬ نماد در را آن است کافͬ

بود. خواهد ͬ دار معن ارقام معرف صحیح و اعشار
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نماد در تقریبی عدد است کافͬ ͬ خواهیم، م ͬ دار معن رقم ۲ دقت با تقریب مثال، این در چون
تقریب حاصل پس باشد. x̃ = 1.4×100 برابر یعنͬ باشد. برابر واقعͬ عدد با اعشار رقم ۱ تا علمͬ
بیشترین بازه این در عدد هر باشد. کوچͺتر 1.45× 100 از و مساوی یا بزرگتر 1.35× 100 از باید
تعداد همان با ممͺن عدد کوچͺترین بر تقسیم بازه نصف برابر باشد داشته ͬ تواند م که نسبی خطای

ͬ شود. م داده زیر رابطە ی با که است دار معنͬ ارقام

ϵmax =
(1.45−1.35)

2 × 100

1.40× 100
≤

(0.1)
2 × 100

1.00× 100
=

0.1

2× 1.00
=

0.05

1.00
= 0.005 = 0.5× 10−2

ϵs = از آن نسبی خطای که بͽیرد قرار بازە ای در ما تقریب اگر ͬ شود م دیده که همانطور
باشد. اطمینان قابل ͬ دار معن رقم ۲ تا که ͬ گیرد م قرار نیز بازە ای در حتما باشد کوچͺتر 0.5× 10−2

مشاهده عمل در را توقف خطای از استفاده نحوە ی زیر مثال در است. (۶ .۱) رابطە ی تایید در این که
ͬ کنیم. م

۱ شماره: مثال

تقریب زد: زیر رابطه با ͬ توان م را نمایی تابع

ex = 1 + x+
x2

2
+
x3

3!
+ ...+

xn

n!

رقم سه با را e0.5 = 1.648721... مقدار بتوانیم تا کنیم استفاده بسط این جملات از تعداد چه
بزنیم؟ تقریب ͬ دار) (معن اعشار

جملە ی تعداد هر ازای به را نمایی تابع مقدار تا ͬ نویسیم م را (approximate) تابع ابتدا پاسخ:
استفاده فاکتوریل تابع از منظور این برای نماییم. محاسبه (x) مقدار هر ازای به (n) نظر مد
دقت مرحله به مرحله جملات تعداد افزودن و جملات تعداد روی حلقه زدن با سپس ͬ کنیم. م
ادامه باید که ͬ کنیم م ͷچ توقف خطای از استفاده با مرحله هر در و ͬ دهیم م افزایش را تابع
را برنامه که ͬ کند م مشخص error type متغیر برنامه داخل شویم. خارج حلقه از یا و دهیم
را اعشار ارقام یا و ͬ دار معن ارقام تعداد نتیجه در که ͬ کنیم م اجرا مطلق یا و نسبی خطای برای
استفاده با ͬ کنیم م مشاهده مطلق خطای برای خروجͬ جدول در که همانطور نمایید. بررسͬ
ͬ شود: م تقریبی مطلق خطای و ͬ زنیم م تقریب x̃ = 1.6487 عدد با را تابع مقدار جمله ۶ از

ex̃ = 0.0003
داریم. فاکتوریل تابع تعریف به نیاز ابتدا تیلور، بسط جملات محاسبه برای
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def factorial(n):
fac_ = 1
if n >= 1:

for i in range(1,n+1):
fac_ = fac_*i

return fac_

نقطە ی در بسط مقدار زیر تابع در نماییم. جمع هم با و محاسبه را بسط جملات ͬ توانیم م حالا
ͬ شود. م محاسبه n درجە ی تا x

def taylor_exp(x,n):
sum_ = 0
for i in range(n+1):

sum_ = sum_ + (x**i)/factorial(i)
return sum_

در نیز را نمایی تابع مقدار nuⅿpy کتابخانە ی از استفاده با x نقطە ی در بسط مقدار داشتن با
نسبی دقیق، مطلق خطاهای ترتیب به زیر مستقل تابع ۴ در زیر در ͬ کنیم. م محاسبه x نقطە ی

ͬ کنیم. م محاسبه را تقریبی نسبی و تقریبی مطلق دقیق،
import numpy as np

def error_true(x,n):
y = np.exp(x)
yn = taylor_exp(x,n)
etn_ = abs(y-yn)
return etn_

def error_relative_true(x,n):
y = np.exp(x)
yn = taylor_exp(x,n)
etn_ = abs(y-yn)/abs(y)
return etn_

def error_approximate(x,n):
yn0 = taylor_exp(x,n)
yn1 = taylor_exp(x,n+1)
ean_ = abs(yn0-yn1)
return ean_
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def error_relative_approximate(x,n):
yn0 = taylor_exp(x,n)
yn1 = taylor_exp(x,n+1)
ean_ = abs(yn0-yn1)/abs(yn1)
return ean_

بازای ͬ شود م دیده که همانطور ͬ کنیم. م خلاصه زیر جدول در را محاسبات نتیجه نهایت در
رسید. خواهیم اعشار رقم ۳ همچنین و ͬ دار معن رقم ۳ تقریب به n=4

e(0.5) = 1 + 0.5 +
0.52

2
+

0.53

3!
+

0.54

4!
= 1.64844

کردن گرد خطای ۲ .۱
در اعداد نگهداری در محدودیت و ͬ شوند. م ناشͬ محاسبات در محدودیت ͷی از معمولا خطاها
خطا نوع این با شدن آشنا برای ͬ شود. م کردن گرد خطای به منجر محاسبات حین کامپیوتر حافظە ی
با که علمͬ محاسبات در شویم. آشنا کامپیوتر در اعداد نمایش و نگهداری نحوه با ͬ بایست م ابتدا
Floating‐Point) شناور نشانگر نمایش از داریم، کار و سر ͷکوچ بسیار و بزرگ بسیار اعداد
مخالف عدد ͷی آن در که ͬ کنیم م استفاده است، شبیه علمͬ نماد به بسیار که (Representation

ͬ شود. م داده نمایش زیر بشͺل صفر

±s× be, 1 ≤ s < b (۷ .۱)

نما e و (Base) پایه b و (Significand or Mantissa) مانتیس یا بامعنͬ رقم s آن در که
فضا (Ⅾigits) رقم ۵ در ۱۰ پایه در عدد هر کامپیوتری در اگر مثال بطور ͬ باشد. م (Exponent)

ͬ شود: م داده نشان زیر شͺل به عدد آن شود، ذخیره

s1d1.d2 × 10s0d0
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کامپیوتر این که مثبتͬ عدد کوچͺترین و بزرگترین ͬ باشند. م علامت ها معرف s1 و s0 آن در که
است. زیر مقادیر برابر کند نگهداری خود حافظه در ͬ تواند م

Xmax = +9.9× 10+9, Xmin = +1.0× 10−9

این با محاسبات در لذا ͬ باشند. م صادق مخالف علامت با محور منفͬ جهت برای اعداد همین
یا Unⅾerfⅼow خطای پیغام برنامه شویم، مواجه بازە ها این از خارج اعدادی با چنانچه کامپیوتر،

است. شده داده نمایش خطا نوع دو این ͷشماتی بطور ۲ .۱ شͺل در ͬ دهد. م Overfⅼow

چاپرا) کتاب (منبع: گردکردن. و Overfⅼow و Unⅾerfⅼow خطا های مفهوم :۲ .۱ شͺل

مواجه x = 2−5 = 0.03125 عدد با محاسبات حین در کامپیوتر این در که کنید فرض حال
x̃a = +3.1×10−2 = 0.031 بشͺل مذکور عدد کامپیوتر این حافظە ی ساختار به توجه با که شویم
خطای اصطلاحاً که ͬ شود م ex̃ = 0.00025 اندازە ی به خطایی مرتکب کامپیوتر و ͬ شود م دیده
کامپیوتر این حافظە ی در که اعدادی ۲ .۱ شͺل در ͬ شود. م نامیده (Roundoff Error) کردن گرد
اعداد این بین عدد هر شدە اند. مشخص افقͬ محور روی نازک خطوط توسط شوند دیده ͬ توانند م
که ͬ رود م بین از عدد از بخشͬ شد گفته که همانطور و ͬ شود م گرد خود نازک خط نزدیͷ ترین به
اندازە ی به ͬ دهد م رخ کردن گرد عمل در که خطایی بیشترین ͬ شود. م نامیده کردن گرد خطای
به عدد باشد بیشتر اختلاف اگر که است مشخص وضوح به ͬ باشد. م نازک خط دو فاصلە ی نصف
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کامپیوتر چشم از که را نازک خطوط بین اعداد معمول بطور ͬ شود. م گرد (همسایه) دیͽر نازک خط
اعداد کردن گرد بجای موارد بعضͬ در اما ͬ شوند، م گرد کامپیوتر رویت قابل نقاط به ͬ مانند م پنهان
فاصله اندازه به ͬ تواند م شده مرتکب خطای بیشینە ی حالت این در که ͬ شوند م (Ⅽhopping) بریده
ͬ شوند، م داده تشخیص کامپیوتر توسط آن ها فقط که نازک خطوط این باشد. هم از نازک خط دو
مورد کامپیوتر این در مثال بطور ͬ باشند. م کامپیوتر (Resolution) پذیری ͷتفکی مقدار معرف
نصف آن کردن گرد خطای بیشینە ی و است. 0.1× 10s0d0 برابر اعداد پذیری ͷتفکی مقدار ما مثال
Machine) ماشین دقت کردن گرد نسبی خطای بیشینه ͬ شود. م 0.05 × 10s0d0 یعنͬ مقدار این
(خطای کامپیوتر این برای ماشین دقت پس ͬ شود. م نامیده (Epsilon or Machine Precision
محور روی خطوط فاصلە ی که کنید دقت ۲ .۱ شͺل در ͬ شود. م ϵm = 0.05 برابر بیشینه) نسبی
در است. متفاوت عدد مقدار به بسته کردن گرد خطای پس است، متفاوت مختلف نقاط در اعداد
مثال در است. ثابت آن ماشین) (دقت نسبی خطای اما است، بزرگتر کردن گرد خطای بزرگتر اعداد
شده استفاده فرض این از شده، ارايه الͽوریتم در ͬ شوید. م آشنا ماشین دقت محاسبە ی نحوە ی با زیر

ͬ شود. م داده تشخیص ماشین توسط که است عددی کوچͺترین ماشین اپسیلون که است

۲ شماره: مثال

epsilon = 1
while True:

if epsilon+1 <= 1: break
epsilon = epsilon/2

epsilon = 2 * epsilon
print(epsilon)

2.220446049250313e‐16

(Arithmetic Manipulations ) حسابی عملیات هر در اما اندک چند هر کردن گرد خطای
ͬ شود. م ظاهر خوبی به زیاد تعداد به حسابی عملیات های در خطا این مقدار لذا ͬ آید. م بوجود
از همواره ͬ کنیم، م سعͬ ما دلیل همین به ͬ کنید. م مشاهده را خطا این از نمونە ای زیر مثال در
در مثال بطور دهیم. کاهش امͺان حد تا را حسابی عملیات تعداد تا کنیم استفاده الͽوریتم هایی
کم را حسابی عملیات تعداد که است ابزارهایی از ͬͺی تو در تو لانە ی روش ها جملە ای چند محاسبه

ͬ کند. م
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۳ شماره: مثال

s = 0
for i in range(10000):

s += 0.0001
print(f's={s}')

s=0.9999999999999062

خیلͬ عدد ͷی با بزرگ خیلͬ عدد ͷی که ͬ دهد م رخ وقتͬ کردن گرد خطای از دوم شͺل
کنید. توجه زیر مثال به ͬ شود. م جمع ͷکوچ

۴ شماره: مثال

x = 0.4*10**(10) + 0.1*10**(-5)
print(f'x={x:.10f}')

x=4000000000.0000009537

معنͬ ارقام دادن دست از موجب نیز هستند ͷنزدی هم به بسیار که عدد دو تفاضل نهایت در و
ͬ شود. م کردن گرد خطای و دار

۵ شماره: مثال

محاسبه x = 10−8 تا x = 1.0 برای را هستند برابر هم با که E2 و E1 عبارتهای مقدار
و E1 برای شده محاسبه مقادیر x ͷکوچ بسیار مقادیر در ͬ شود م دیده که همانطور ͬ کنیم. م

هستند. متفاوت کاملا E2
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E1 =
1− cos x

sin2 x
, E2 =

1

1 + cos x

import tabulate
from numpy import sin,cos

def E1(x):
return (1-cos(x))/sin(x)**2

def E2(x):
return 1/(1+cos(x))

x_,E1_,E2_ = [],[],[]

for i in range(9):
x = 10**(-i)
x_.append(x)
E1_.append(E1(x))
E2_.append(E2(x))

data = {'x': x_, 'E1': E1_, 'E2' : E2_}
print(tabulate(data, headers="keys", floatfmt="0.8f"))

x E1 E2
1.00000000 0.64922321 0.64922321
0.10000000 0.50125209 0.50125209
0.01000000 0.50001250 0.50001250
0.00100000 0.50000012 0.50000013
0.00010000 0.50000000 0.50000000
0.00001000 0.50000004 0.50000000
0.00000100 0.50004445 0.50000000
0.00000010 0.49960036 0.50000000
0.00000001 0.00000000 0.50000000
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برشͬ خطای ۳ .۱
متعالͬ توابع از که است هنگامͬ ͬ شویم م مواجه آن با عددی محاسبات در که خطا از دیͽری نوع
توابع این عددی محاسبات در ͬ کنیم. م استفاده مثلثاتͬ توابع مانند ،(Transcendent Functions)
از بیشتری تعداد که ͬ شود م دقیق تر زمانͬ تقریب این و ͬ زنیم م تقریب آن ها تیلور بسط های با را
جملات از محدودی تعداد به خود تقریب در هستیم مجبور عمل در کنیم. استفاده بسط جملات
تیلور بسط ͬ نامیم. م برشͬ خطای را آن که ͬ شود م محاسباتͬ خطای به منجر این و کنیم. بسنده

ͬ آید. م بدست زیر رابطە ی از x0 نقطە ی حول f(x) متغیره تک تابع برای n درجە ی

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2!
f ′′(x0)(x− x0)2

+ ...+
1

n!
f (n)(x0)(x− x0)n +Rn

(۸ .۱)

ͬ باشد، م n درجە ی چندجملە ای ͷی که بسط این اول جملە ی n+1 برش از عددی محاسبات در
تقریب و f(x) واقعͬ مقدار اختلاف که بسط جملات الباقͬ ͬ کنیم. م استفاده f(x) تابع تقریب برای
شده داده نشان xi+1 نقطە ی در تابع تقریب ۳ .۱ شͺل در ͬ نامیم. م برشͬ خطای را است رفته کار به
دیده شͺل در که همانطور است. شده استفاده دو و ͷی صفر، مرتبە های از تقریب این در است.
کم xi+1 نقطە ی در تابع واقعͬ مقدار از تقریبی مقداری اختلاف تقریب، مرتبە ی افزایش با ͬ شود م

ͬ یابد. م کاهش برشͬ خطای تقریب مرتبە ی افزایش با عبارتͬ به و ͬ شود م
مثال بطور ͬ کنیم. م استفاده O نماد از معمولا ͬ کنیم م صحبت تقریب مرتبە ی از هنگامیͺه
نمایش f(x) = O(g(x)) شͺل به است، g(x) تابع مرتبە ی از f(x) تابع ͬ گوییم م هنگامیͺه
در » از منظور .« شد خواهند برابر هم با تابع دو این نهایت در » که است آن معنای به این و ͬ دهیم. م
مشخصͬ مقدار ͷی به که تابع دو این بین مشترکͬ متغیر یا و پارامتر ͷی به ͬ گردد م باز « ... نهایت
g(n) = n2 تابع مرتبە ی هم بزرگ nهای برای f(n) = an2+bn+c تابع مثال بطور ͬ کند. م میل
مرتبە ی هم f(n) = an−1+bn−2 تابع یا و ͬ دهیم. م نمایش f(n) = O(n2) شͺل این به و است
توجه ۳ .۱ شͺل به مجدد ͬ شود. م داده نشان f(n) = O(n−1) شͺل این به و است g(n) = n−1

این است. ثابت مقدار ͷی یا و صفر درجە ی از جملە ای چند ͷی f(x) تابع تقریب اولین کنید.
است. صفر مرتبە ی از است، xi و xi+1 نقاط فاصلە ی که h پارامتر به نسبت تقریب

f(xi+1) ≈ f0(xi+1) = f0(xi) = O(h0)
است. h متغیر از ͷی درجە ی چندجملە ای ͷی بعدی تقریب و

f(xi+1) ≈ f1(xi+1) = f(xi) + f ′(xi)h = O(h)
(۹ .۱) عبارت از ͬ توان م را x0 نقطە ی حول n درجە ی از بسط برشͬ خطای بالای حد عمل در
گام ها اندازە ی n)ام + 1) مرتبە ی از خطا ͬ شود، م دیده عبارت این در که همانطور آورد. بدست
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در f(x) = −0.1x4 − 0.15x3 − 0.5x2 − 0.25x+ 1.2 تابع ۲ مرتبە ی تا تقریب :۳ .۱ شͺل
چاپرا) کتاب (منبع: x = 1 نقطە ی

که x نقطە ی و است شده داده آن حول بسط که x0 نقطە ی بین فاصلە ی گام، ͷی از منظور است.
(Rn) برشͬ خطای بالای حد (۹ .۱) رابطە ی در ͬ باشد. م بزنیم تقریب ͬ خواهیم م نقطه آن در را تابع

است. گام فاصلە ی درون نقطە ای در f(x) تابع +n)ام 1) مشتق به وابسته همچنین

Rn =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)(x− x0)n+1, ξ ∈ [x− x0]

Rn = O(hn+1), h = x− x0

(۹ .۱)

همانطور است. شده داده نشان صفر مرتبە ی برشͬ خطای (۴ .۱) شͺل در رابطه این تصور برای
را نقطە ای ͬ توان م همواره مشتق، میانگین مقدار قضیه از استفاده با ͬ شود، م مشاهده شͺل در که
یافتن برای نیاز مورد شیب برابر دقیقا نقطه آن در f(x) منحنͬ شیب که نمود پیدا گام فاصلە ی در
بدست دنبال به ما آنجاییͺه از نباشد، ممͺن ما برای نقطه این تعیین که مواردی در است. برشͬ خطای
مذکور مشتق مطلق قدر بیشترین که ͬ کنیم م استفاده نقطە ای از هستیم، برشͬ خطای بالای حد آوردن

باشد. داشته را
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چاپرا) کتاب (منبع: مشتق میانگین مقدار قضیه :۴ .۱ شͺل

۶ شماره: مثال

مرتبه تا را cos(π/3) تقریبی مقدار ، x0 = π/4 نقطە ی حول تیلور سری بسط از استفاده با
نمایید. محاسبه ۶

from numpy import sin, cos, pi, arange, product
import matplotlib.pyplot as plt

def fun(x,n=0):
if n%4 == 0: return cos(x)
if n%4 == 1: return -sin(x)
if n%4 == 2: return -cos(x)
if n%4 == 3: return sin(x)

def fac(x):
if x == 0: return 1
else:

return product([x-i for i in range(x)])
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def taylor(x,x0,n):
h = x-x0
y = 0
for i in range(n+1):

y += fun(x0,i)*(h**i)/fac(i)
return y

x,x0 = pi/3,pi/4
yt = cos(x)

Rn = []
et = []
ea = []

ya = []
for i in range(7):

ya_i = taylor(x,x0,i)
ya.append(ya_i)

et_i = abs(ya_i-yt)
et.append(et_i)

dx = (x-x0)/100
M = max([abs(fun(xi,i+1)) for xi in arange(x0,x,(x-x0)/100)])
Rn_i = M*((x-x0)**(i+1))/fac(i+1)
Rn.append(Rn_i)

if i != 0:
ea_i = abs(ya_i-ya_p)
ea.append(ea_i)

ya_p = ya_i

plt.plot(list(range(1,7)),ea,label=r'$e_a$')
plt.plot(list(range(7)),Rn,label=r'$R_n$')
plt.plot(list(range(7)),et,label=r'$e_t$')
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plt.yscale('log')
plt.legend()
plt.grid(True)
plt.show()

print(f">> order cos(pi/3) et Rn ea")
for i in range(0,7):

if i == 0:
print(f">>\t{i}\t{ya[i]:.10f}\t{et[i]:.10f}\t{Rn[i]:.10f}")

else:
print(f">>\t{i}\t{ya[i]:.10f}\t{et[i]:.10f}\t{Rn[i]:.10f}
\t{ea[i-1]:.10f}")

۱۰ .۱ رابطە ی در که همانطور ͬ شود. م استفاده نیز متغیره چند توابع تقریب برای تیلور بسط از
تعمیم بیشتر متغیرهای تعداد با بالاتر ابعاد به و نوشت برداری بشͺل ͬ توان م را بسط ͬ شود م دیده

داد.
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f(x1, x2, ..., xN) = f(x)

f(x+ δx) = f(x) +
N∑
j=1

∂f(x)

∂xj
δxj

+
1

2!

N∑
i=1

N∑
j=1

∂2f(x)

∂xi∂xj
δxiδxj + ...

(۱۰ .۱)

تقریبی مقدار و است شده ساده متغیره دو تابع ͷی برای بسط (۱۱ .۱) رابطە ی در مثال بطور
شده آورده ۲ مرتبه مشتقات با جملات تا (δx1, δx2) جزئͬ فاصلە ی به نقطە ای در f(x1, x2) تابع

است.

(۱۱ .۱)
f(x1 + δx1, x2 + δx2) = f(x1, x2) +

∂f

∂x1
δx1 +

∂f

∂x2
δx2

+
1

2!

[
∂2f

∂x21
δx21 + 2

∂2f

∂x1∂x2
δx1δx2 +

∂2f

∂x22
δx22

]
+ ...

خطا انتشار و ترکیب ۴ .۱
مثال بطور یعنͬ ͬ کنند. م هم افزایی هم با آن ها خطای که ͬ کنیم م دقت همواره متغیر ها ترکیب در

ͬ باشد. م متغیر ها از ͷی هر خطای مجموع برابر متغیر دو تفاضل خطای

z = x− y, → ez = ex + ey (۱۲ .۱)

رابطە ی مثال بطور باشند. داشته متفاوتͬ رفتار ͬ توانند م مساله پارامترهای به نسبت خطا ها اما
اعمال با بͽیرید. نظر در را است شده آورده (۱۳ .۱) رابطە ی در که مرکزی محدود تفاضل مشتق
خطاها، دستە بندی و است شده داده (۱۴ .۱) رابطە ی با که f(x) تابع محاسبات در کردن گرد خطای
بطور برشͬ و کردن گرد خطاهای ͬ شود م دیده که همانطور آن در که ͬ رسیم م (۱۵ .۱) رابطە ی به
تفاضلͬ مشتقات در گام ها اندازە ی دوم توان با مستقیم نسبت برشͬ خطای ͬ باشند. م مشخص مجزا
عبارتͬ به دارد. گام ها اندازە ی با معکوس نسبت کردن گرد خطای حالیͺه در دارد. تفاضلͬ (h)
اضافه برشͬ خطای حالیͺه در ͬ شود م کم کردن گرد خطای تفاضلͬ مشتقات گام های افزایش با
ͬ توان م ͬ شود، م دیده شͺل در که همانطور است. شده داده نشان رابطه این ۵ .۱ شͺل در ͬ شود. م

باشد. کمینه کل خطای گام طول آن در که نمود پیدا بهینە ای گام طول
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f ′(xi) =
f(xi+1)− f(xi−1)

2h
− f (3)(ξ)

6
h2 (۱۳ .۱)

f(xi±1) = f̃(xi±1) + ei±1 (۱۴ .۱)

f ′(xi)
True Value

=
f̃(xi+1)− f̃(xi−1)

2h
Approximation

+
ei+1 − ei−1

2h
Roundoff Error

−f
(3)(ξ)

6
h2

Truncation Error

(۱۵ .۱)

چاپرا) کتاب (منبع: (h) گام ها اندازە ی برحسب کل و برشͬ کردن، گرد خطای منحنͬ :۵ .۱ شͺل

انتقال (وابسته) خروجͬ متغیر های به نهایت در (مستقل) ورودی متغیر های خطاهای توابع در
ͬ نامیم. م توابع خطای یا و (Error Propagation) خطا انتشار را نحو این به خطا انتقال ͬ یابند. م
وابسته متغیر y و مستقل متغیر x آن در که بͽیرید نظر در را ( ۱۶ .۱ ) رابطە ی در متغیره تک تابع
همچنین ͬ کنیم. م استفاده x̃ آن تقریب از و نیست اختیار در x واقعͬ مقدار کنید فرض ͬ باشد. م
محاسبە ی برای حال است. آمده ∆x̃ در تقریب این در مختلف خطاهای جمیع که ͬ کنیم م فرض
ͬ باشند، م مثبت عددی همواره خطا ها آنجاییͺه از ͬ کنیم. م استفاده اول مرتبه تیلور بسط از y خطا
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مطلق قدر درون مستقل متغیر خطاهای ضرایب است، داده نشان (۱۶ .۱) رابطە ی در که همانطور لذا
باشد. مثبت وابسته متغیر خطای نهایت در تا ͬ  گیرند م قرار

y = f(x)

∆ỹ = ∆f(x̃) = |f(x)− f(x̃)| ≈ |f ′(x̃)|∆x̃ (۱۶ .۱)

در که متغیره چند توابع تیلور بسط ͷکم به ͬ توان م را متغیره تک توابع در خطا انتشار نحوه
خطا ی انتشار (۱۷ .۱ ) رابطە ی در که داد. تعمیم متغیره چند توابع به بود، شده آورده (۱۱ .۱) رابطە ی
است. شده داده نشان f(x1, x2) متغیره دو تابع طریق از y وابستە ی متغیر به x̃2 و x̃1 متغیر های

شدە اند. آورده مطلق قدر درون مستقل خطاهای از ͷی هر ضرایب ͬ شود م دیده که همانطور

y = f(x1, x2)

∆ỹ ≈
∣∣∣∣ ∂f∂x1

∣∣∣∣∆x̃1 + ∣∣∣∣ ∂f∂x2
∣∣∣∣∆x̃2 (۱۷ .۱)

۷ شماره: مثال

است. برقرار زیر رابطە ی z و y، x متغیر های بین

z =
sin(x)

xy

را z محاسبە ی خطای آوریم، بدست را z متغیر و کنیم استفاده رابطه این از چنانچه (الف)
بͽیرید. ∆y و ∆x ترتیب به را y و x متغیر های مطلق خطای آورید. بدست

خطای انتشار نمایید. محاسبه را x متغیر ͬ خواهید م شده، داده رابطه از که کنید فرض (ب)
آورید. بدست x متغیر به را z و y متغیر های

آوردە ایم: بدست اعشار رقم ۲ دقت با را y و x مقادیر کنید فرض (ج)

x = 1.57, y = 0.32

قسمت با را خود پاسخ سپس کنید. مشخص را z متغیر خطای y و xبرحسب z منحنͬ رسم با
نمایید. مقایسه (الف)

پاسخ:
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را حاصل رابطە ی سپس ͬ گیریم. م دیفرانسیل متغیر ها تمام برحسب رابطه از ابتدا (الف)
قدرمطلق درون را دیفرانسیل ها ضرایب ͬ کنیم. م فاکتورگیری و مرتب دیفرانسیل ها برحسب

ͬ دهیم. م قرار را متغیر هر خطای مقدار دیفرانسیل ها بجای نهایت در و داده قرار

δz =
1

xy
(cos(x)δx) +

sin(x)

y
(
−δx
x2

) +
sin(x)

x
(
−δy
y2

)

= δx

(
cos(x)

xy
− sin(x)

x2y

)
+ δy

(
− sin(x)

xy2

)
∆z = ∆x

∣∣∣∣cos(x)xy
− sin(x)

x2y

∣∣∣∣+∆y

∣∣∣∣sin(x)xy2

∣∣∣∣
x متغیر دیفرانسیل آوردیم، بدست دیفرانسیل ها برحسب (الف) قسمت در که رابطە ای در (ب)
قدرمطلق درون را ضرایب (الف) قسمت مانند سپس و ͬ کنیم م مرتب دیͽر متغیر ۲ برحسب را

آوریم. بدست را خطا بالای کران تا ͬ دهیم م قرار

δx =
δz(

cos(x)
xy −

sin(x)
x2y

) − δy
(
− sin(x)
xy2

)
(
cos(x)
xy −

sin(x)
x2y

)
∆x =

∣∣∣∣∣ 1
cos(x)
xy −

sin(x)
x2y

∣∣∣∣∣∆z +
∣∣∣∣∣

sin(x)
xy2

cos(x)
xy −

sin(x)
x2y

∣∣∣∣∣∆y
داریم: مقادیر برای پس شدە اند داده اعشار رقم ۲ دقت با y و x متغیر های اینکه به توجه با (ج)

x = 1.57± 0.005, y = 0.32± 0.005

روی z سطح سایە ی ͬ کنیم. م رسم y و x برحسب را z سطح زیر کد از استفاده با سپس
پس ͬ کند. م تغییر 2.02 تا 1.96 از تقریبی بطور z که ͬ دهد م نشان yz و xz صفحات
z متغیر به خطا انتشار برای (الف) قسمت در که رابطە ای از استفاده با z ≈ 1.99 ± 0.03
ترسیم از آمده بدست تقریبی مقادیر ͬ دهد م نشان بخوبی که ͬ آوریم م بدست را زیر مقدار نیز

ͬ باشد. م صحیح z سطح

z =
1

1.57 ∗ 0.32
= 1.99

∆z = (0.005)

∣∣∣∣0− 1

(1.57)2(0.32)

∣∣∣∣+ (0.005)

∣∣∣∣ 1

(1.57)(0.32)2

∣∣∣∣ = 0.0374
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import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from numpy import sin

x = np.linspace(1.57-0.005,1.57+0.005,100)
y = np.linspace(0.32-0.005,0.32+0.005,100)
X,Y = np.meshgrid(x,y)
Z = sin(X)/(X*Y)

x1,y1=1.57-0.005,0.32-0.005
x2,y2=1.57+0.005,0.32+0.005
z1 = sin(x1)/(x1*y1)
z2 = sin(x2)/(x2*y2)

fig = plt.figure(figsize=(10,10))
ax = fig.gca(projection='3d')
ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap='coolwarm',alpha=0.5)
cset = ax.contour(X, Y, Z, zdir='z', offset=z2, cmap="coolwarm")
cset = ax.contour(X, Y, Z, zdir='x', offset=1.57-0.005, cmap="coolwarm")
cset = ax.contour(X, Y, Z, zdir='y', offset=0.32-0.005, cmap="coolwarm")

ax.set_xlabel('X')
ax.set_ylabel('Y')
ax.set_zlabel('Z')
ax.view_init(30, 30)
plt.show()
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ͬ یابد. م افزایش خطا که است بشͺلͬ وابسته متغیر به مستقل متغیر خطای انتشار توابع از بعضͬ در
کم خطای ͷی که زیرا ͬ یابد. م اهمیت بسیار ͬ باشند م مرحلە ای چند که روش هایی در موضوع این
ͬ شود. م محاسبات و روش واگرایی به منجر نهایت در و ͬ یابد م انتشار فزایندە ای بشͺل مرحله هر در
مستقل متغیر به وابسته متغیر نسبی خطای نسبت عملیات، ابتدای در مشͺلͬ جنین از گریز برای لذا
عدد چنانچه ͬ نامیم. م (Condition Number) چͽونگͬ عدد را نسبت این ͬ نماییم. م محاسبه را
شود. واگرا روش که دارد وجود احتمال این شد، داده توضیح که همانطور باشد، بیشتر ۱ از چͽونگͬ
شده ساده آن مشتق و تابع برحسب متغیره، تک تابع ͷی برای چͽونگͬ عدد (۱۸ .۱ ) رابطە ی در

است.

ⅽn =
∆ỹ/ỹ

∆x̃/x̃
=
x̃f ′(x̃)

f(x̃)
(۱۸ .۱)
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۱ شماره: تمرین

درجه معادلات ریشه محاسبە ی معمول (روش شده داده فرمول از استفاده با را زیر معادله ریشه
راە کاری با ͬ آید. م بوجود زیادی بسیار خطای ریشە ها از ͬͺی محاسبە ی در آورید. بدست ،(۲

نمایید. رفع را مذکور خطای

x2 + 912x = 3, x =
−912 ±

√
924 + 4(3)

2

۲ شماره: تمرین

بͽیرید. نظر در را زیر در شده داده عبارت های

(۱)
ya(x) =

tan(x)− x
x3

(۲)
yb(x) =

exp(x) + cos(x)− sin(x)− 2

x3

نمایید. محاسبه x→ 0 در را yb و ya حد تحلیلͬ روش به ابتدا (الف)
صفر به را x مقدار p افزایش با و بͽیرید نظر در را x = 10−p آن در و بنویسید برنامە ای (ب)
آنقدر و کنید شروع p = 1 از و کنید تعریف single خود برنامە ی در را متغیر ها کنید. ͷنزدی
اینکه برای پایتون (در دهند. دست از را خود ͬ دار معن ارقام همه y مقادیر تا دهید افزایش را p
بنویسید باید مثال بطور و کنید استفاده numpy کتابخانە ی از باید شود تعریف single متغیری

.(x = numpy.float32(.....)
x =) نمایید تکرار شوند، تعریف double متغیرها که حالتͬ برای را (ب) قسمت (ج)

.(numpy.float64(.....)
نمایید. خلاصه جدول ͷی در را (ج) و (ب) قسمت های نتایج
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۳ شماره: تمرین

را هم به ͷنزدی بسیار عدد دو باید مرحلە ای در x = 0 ازای به زیر عبارت های محاسبە ی در
شویم. مواجه کردن گرد محاسباتͬ خطای با که ͬ شود م باعث این و کنیم کم هم از

کاهش خطا این مقدار که کنید تبدیل جدیدی شͺل به را توابع جبری، اتحاد های ͷمͺب (−)
یابد.

خود که را آن ها تبدیل یافتە ی شͺل و شده داده عبارت های آن در و بنویسید برنامە ای (−)
و نمایید خلاصه جدول ͷی در را خود نتایج نمایید. محاسبه x→ 0 حد در دادە اید، پیشنهاد

است. کرده پیدا کاهش خطا تابع، تبدیل با که دهید نشان

(الف)
1− sec x

tan2 x

(ب)
1− (1− x)3

x

(ج)
1

1 + x
− 1

1− x

۴ شماره: تمرین

آنکه برای ͬ زنیم. م تقریب تیلور بسط از استفاده با x = π/2 نقطە ی حول را زیر تابع (الف)
چه تا حداقل را بسط باشد، 0.015 از کمتر x ∈ [0, π] بازە ی در مذکور تقریب مطلق خطای

کنیم؟ استفاده باید مرتبە ای

f(x) = x− 1− sin x

تقریبی واقعͬ، مطلق خطای مقدار ͬ دهد؟ م رخ نقطە ای چه در بازه این در خطا بیشترین (ب)
نمایید. محاسبه نقطه این در را برشͬ و

در را پایین تر مرتبە ی تقریب های همە ی نیز و شده محاسبه مرتبە ی در تقریب و منحنͬ (ج)
نمایید. رسم شͺل ͷی
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۵ شماره: تمرین

رسم با و نمایید محاسبه شده، خواسته نقطە ی در زیر توابع از ͷی هر برای را چͽونگͬ عدد
نمایید. بحث شده محاسبه عدد روی بر مذکور، تابع نمودار

(الف)
f(x) =

√
|x− 1|+ 1, x = 1.00001

(ب)
f(x) = e−x, x = 10

(ج)
e−x − 1

x
, x = 0.001

۶ شماره: تمرین

ͬ آید. م بدست زیر رابطە ی از m جرم به جسم ͷی افتادن سرعت

v(t) =
mg

c
(1− e−(c/m)t)

در است. اصطͺاک اثرات از ناشͬ میرایی ثابت c و گرانش ثابت g ،سقوط زمان t آن در که
از را m = 5[Kg] جرم به جسمͬ ͬ باشد، م ثابت این اندازە گیری آن هدف که آزمایش ͷی
ͬ کنیم. م گیری اندازه v(2) = 10[m/s] را جسم سرعت ثانیه ۲ از بعد و ͬ کنیم م رها ارتفاعͬ
رقم ۲ دقت با را اندازە گیری ها همه و ͬ گیریم م نظر در g = 9.81[m/sec2] آزمایش این در

کنید. محاسبه را c محاسبه خطای بالای کران و مقدار ͬ دهیم. م انجام ͬ دار معن
با آینده فصل در و است غیرخطͬ ویسͺوزیته برحسب سرعت معادلە ی آنجاییͺه از راهنمایی:
یعنͬ کنید. استفاده معادله این حل برای ͬͺگرافی روش از شد، خواهیم آشنا معادلات این حل
تا c = 0.1 از c برحسب v منحنͬ شده، داده معادلە ی روی از و کنید رسم را v = 10 خط
تقاطع محل ͬ کنند. م قطع را همدیͽر نقطه ͷی در منحنͬ و خط نمایید. رسم را c = 100

را منحنͬ و کرده تر بسته را منحنͬ رسم بازە ی ͬ کند. م مشخص را شده گیری اندازه c مقدار
بدست برای آورید. بدست را c مقدار نظر مد دقت با تا کنید تکرار را عمل این کنید. رسم
مساله پارامتر های به نسبت شده داده سرعت معادلە ی طرف دو هر از کافیست نیز خطا آوردن
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نمایید. محاسبه را c مطلق خطای نهایت در و گرفته جزئͬ دیفرانسیل
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۲ فصل

غیرخطͬ معادلات

f(x) معادلە ی با شده داده منحنͬ که است نقطە ای کردن پیدا هدف زیر شͺل به جبری معادله ͷی در
ͬ دهیم. م نمایش xr با و ͬ نامیم م معادله ریشە ی را نقطه این ͬ کند. م قطع را x محور

f(xr) = 0

ریشه چند یا ͷی ͬ تواند م [xl, xu] بازە ی  در معادلات ͬ شود، م دیده (۱ .۲) شͺل در که همانطور
باشند، علامت هم بازه کران دو در منحنͬ مقدار علامت چنانچه باشد. نداشته ریشە ای اصلا یا و
در منحنͬ مقدار علامت اگر همچنین و دارد. ریشه زوج تعداد یا و ندارد ریشە ای یا بازه این در معادله
دارد. بازه این در ریشه فرد تعداد یا و ریشه ͷی یا معادله باشند، داشته مخالف علامت بازه کران دو
است تابع بودن پیوسته به مشروط قواعد این ͬ شود، م دیده (۱ .۲) شͺل منحنͬ آخرین از که همانطور

ͬ شوند. م شمرده برابر دو مضاعف ریشە های قاعده، این در ریشە ها تعداد شمردن در و

( Bisection Method) دوبخشͬ روش ۱ .۲

به xu و xl مقدار یعنͬ ͬ کنیم. م انتخاب را ͬ گردیم م ریشه دنبال آن در که بازە ای ابتدا روش این در
نقاط این در منحنͬ علامت که ͬ کنیم م ͷچ ͬ کنیم. م مشخص را بازه بالای و پایین کران های عنوان
این در جواب ͷی حداقل معادله که باشیم مطمئن تا باشد، پیوسته بازه این در منحنͬ و باشند مخالف
قسمت دو این از ͬͺی در واقعͬ ریشە ی ͬ کنیم. م تقسیم مساوی قسمت دو به را بازه حال دارد. بازه
در منحنͬ علامت با (xm) بازه وسط در منحنͬ علامت دارد. قرار بالا قسمت یا پایین قسمت بازه،
در منحنͬ علامت که دارد قرار قسمتͬ در ریشه است. مخالف بازه بالای یا پایین کران دو از ͬͺی
ریشه جستجوی برای جدیدی بازە ی پس است. بازه وسط در منحنͬ علامت مخالف قسمت آن کران
در ریشه که این به (بسته قدیم بازە ی کران دو از ͬͺی و میانͬ نقطە ی آن کران های که ͬ کنیم م انتخاب

ͬ باشد. م قدیم) بازە ی بالای کران یا پایین کران دارد قرار بالا یا پایین قسمت

۳۱
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 Graphical techniques are of limited practical value because they are not precise. However, 

graphical methods can be utilized to obtain rough estimates of roots. These estimates can be 

employed as starting guesses for numerical methods discussed in this and the next chapter.

 Aside from providing rough estimates of the root, graphical interpretations are im-

portant tools for understanding the properties of the functions and anticipating the pitfalls 

of the numerical methods. For example, Fig. 5.2 shows a number of ways in which roots 

can occur (or be absent) in an interval prescribed by a lower bound xl and an upper 

bound xu. Figure 5.2b depicts the case where a single root is bracketed by negative and 

positive values of f(x). However, Fig. 5.2d, where f(xl) and f(xu) are also on opposite 

sides of the x axis, shows three roots occurring within the interval. In general, if f(xl) 

and f(xu) have opposite signs, there are an odd number of roots in the interval. As indi-

cated by Fig. 5.2a and c, if f(xl) and f(xu) have the same sign, there are either no roots 

or an even number of roots between the values.

 Although these generalizations are usually true, there are cases where they do not 

hold. For example, functions that are tangential to the x axis (Fig. 5.3a) and discontinu-

ous functions (Fig. 5.3b) can violate these principles. An example of a function that is 

tangential to the axis is the cubic equation f(x) 5 (x 2 2)(x 2 2)(x 2 4). Notice that 

x 5 2 makes two terms in this polynomial equal to zero. Mathematically, x 5 2 is called 

a multiple root. At the end of Chap. 6, we will present techniques that are expressly 

designed to locate multiple roots.

 The existence of cases of the type depicted in Fig. 5.3 makes it dif� cult to develop 

general computer algorithms guaranteed to locate all the roots in an interval. However, 

when used in conjunction with graphical approaches, the methods described in the 

FIGURE 5.2 
Illustration of a number of 
 general ways that a root may 
occur in an interval prescribed 
by a lower bound xl and an 
 upper bound xu. Parts (a) and 
(c) indicate that if both f (xl) and 
f(xu) have the same sign, either 
there will be no roots or there 
will be an even number of roots 
within the interval. Parts (b) and 
(d) indicate that if the function 
has different signs at the end 
points, there will be an odd 
number of roots in the interval.

f (x)

x

f (x)

x

f (x)

x

f (x)

x

(a)

(b)

(c)

(d)

xl xu

FIGURE 5.3 
Illustration of some exceptions to the general cases depicted in 
Fig. 5.2. (a) Multiple root that occurs when the function is tangen-
tial to the x axis. For this case, although the end points are of op-
posite signs, there are an even number of axis intersections for 
the interval. (b) Discontinuous function where end points of oppo-
site sign bracket an even number of roots. Special strategies are 
required for determining the roots for these cases.
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These points are plotted in Fig. 5.1. The resulting curve crosses the c axis between 12 and 

16. Visual inspection of the plot provides a rough estimate of the root of 14.75. The valid-

ity of the graphical estimate can be checked by substituting it into Eq. (E5.1.1) to yield

f(14.75) 5
668.06

14.75
 (1 2 e20.146843(14.75)) 2 40 5 0.100

which is close to zero. It can also be checked by substituting it into Eq. (PT2.3) along 

with the parameter values from this example to give

y 5
9.81(68.1)

14.75
 (1 2 e2 (14.75y68.1)10) 5 40.100

which is very close to the desired fall velocity of 40 m/s.

 c f (c)

 4 34.190
 8 17.712
 12 6.114
 16 22.230
 20 28.368

FIGURE 5.1
The graphical approach for determining the roots of an equation.

20

Root
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20
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چاپرا) کتاب خطͬ(منبع: غیر معادله ریشه مفهوم :۱ .۲ شͺل

xm =
xu + xl

2

if f(xm)f(xu) < 0 : xl = xm,

eⅼif f(xm)f(xl) < 0 : xu = xm
eⅼse : xr = xm

(۱ .۲)

را عمل این زمانͬ ͬ شود. م نصف بازه طول تکرار هر در و ͬ کنیم م تکرار دفعات به را عمل این
مرحله هر در تقریبی نسبی خطای شود. ͷکوچ مطلوب دقت حد در بازه طول که ͬ کنیم م متوقف
خطای از تقریبی نسبی خطای که ͬ کنیم م متوقف را تکرار مرحلە ای در ͬ آید. م بدست زیر رابطه از

شود. مساوی یا کوچͺتر (ϵs) توقف مطلوب

ϵa =

∣∣∣∣xnew
r − xold

r

xnew
r

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣xu − xlxu + xl

∣∣∣∣ ≤ ϵs (۲ .۲)

خطای از تقریبی نسبی خطای مراحل، تمام در و همواره ͬ شود م دیده ۳ .۲ شͺل در که همانطور
نصف بازه مرحله هر در ͬ شود. م محسوب واقعͬ نسبی خطای بالای کران و است بیشتر واقعͬ نسبی

ͬ شود. م محاسبه زیر رابطه از خطا نتیجه در و جدید بازە ی تکرار، مرحله n از بعد و ͬ گردد م
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when ea falls below es, the computation could be terminated with con� dence that the 

root is known to be at least as accurate as the prespeci� ed acceptable level.

 Although it is always dangerous to draw general conclusions from a single example, 

it can be demonstrated that ea will always be greater than et for the bisection method. This 

is because each time an approximate root is located using bisection as xr 5 (xl 1 xu)y2, 

we know that the true root lies somewhere within an interval of (xu 2 xl)y2 5 Dxy2. 

Therefore, the root must lie within 6Dxy2 of our estimate (Fig. 5.8). For instance, when 

Example 5.3 was terminated, we could make the de� nitive statement that

xr 5 14.5 6 0.5

 Because ¢xy2 5 xnew
r 2 xold

r  (Fig. 5.9), Eq. (5.2) provides an exact upper bound on 

the true error. For this bound to be exceeded, the true root would have to fall outside 

the bracketing interval, which, by de� nition, could never occur for the bisection method. 

As illustrated in a subsequent example (Example 5.6), other root-locating techniques do 

not always behave as nicely. Although bisection is generally slower than other methods, 

FIGURE 5.8 
Three ways in which the interval 
may bracket the root. In (a) the 
true value lies at the center of 
the interval, whereas in (b) and 
(c) the true value lies near the 
extreme. Notice that the dis-
crepancy between the true 
value and the midpoint of the 
interval never exceeds half the 
interval length, or Dxy2.
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(c)
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xl xr xu
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FIGURE 5.9 
Graphical depiction of why the 
error estimate for bisection 
(Dxy2) is equivalent to the root 
estimate for the present iteration 
(xnew

r ) minus the root estimate for 
the previous iteration (xold

r ).

Previous iteration

�x /2

xold
r

xnew
r

xnew – xold
r r

Present iteration

 5.2 THE BISECTION METHOD 131

when ea falls below es, the computation could be terminated with con� dence that the 

root is known to be at least as accurate as the prespeci� ed acceptable level.

 Although it is always dangerous to draw general conclusions from a single example, 

it can be demonstrated that ea will always be greater than et for the bisection method. This 

is because each time an approximate root is located using bisection as xr 5 (xl 1 xu)y2, 

we know that the true root lies somewhere within an interval of (xu 2 xl)y2 5 Dxy2. 

Therefore, the root must lie within 6Dxy2 of our estimate (Fig. 5.8). For instance, when 

Example 5.3 was terminated, we could make the de� nitive statement that

xr 5 14.5 6 0.5

 Because ¢xy2 5 xnew
r 2 xold

r  (Fig. 5.9), Eq. (5.2) provides an exact upper bound on 

the true error. For this bound to be exceeded, the true root would have to fall outside 

the bracketing interval, which, by de� nition, could never occur for the bisection method. 

As illustrated in a subsequent example (Example 5.6), other root-locating techniques do 

not always behave as nicely. Although bisection is generally slower than other methods, 

FIGURE 5.8 
Three ways in which the interval 
may bracket the root. In (a) the 
true value lies at the center of 
the interval, whereas in (b) and 
(c) the true value lies near the 
extreme. Notice that the dis-
crepancy between the true 
value and the midpoint of the 
interval never exceeds half the 
interval length, or Dxy2.

(b)

(a)

(c)

�x /2

xl xr xu

xl xr xu

xl xr xu

�x /2

True root

FIGURE 5.9 
Graphical depiction of why the 
error estimate for bisection 
(Dxy2) is equivalent to the root 
estimate for the present iteration 
(xnew

r ) minus the root estimate for 
the previous iteration (xold

r ).

Previous iteration

�x /2

xold
r

xnew
r

xnew – xold
r r

Present iteration

چاپرا) کتاب (منبع: بخشͬ دو روش مفهوم :۲ .۲ شͺل
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Recall that the true percent relative error for the root estimate of 15 was 1.3%. Therefore, 

ea is greater than et. This behavior is manifested for the other iterations:

 Thus, after six iterations ea � nally falls below es 5 0.5%, and the computation can 

be terminated.

 These results are summarized in Fig. 5.7. The “ragged” nature of the true error is due 

to the fact that, for bisection, the true root can lie anywhere within the bracketing interval. 

The true and approximate errors are far apart when the interval happens to be centered on 

the true root. They are close when the true root falls at either end of the interval.

Iteration xl xu xr Ea (%) et (%)

 1 12 16 14  5.413
 2 14 16 15 6.667 1.344
 3 14 15 14.5 3.448 2.035
 4 14.5 15 14.75 1.695 0.345
 5 14.75 15 14.875 0.840 0.499
 6 14.75 14.875 14.8125 0.422 0.077

FIGURE 5.7 
Errors for the bisection method. 
True and estimated errors are 
plotted versus the number of 
 iterations.
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 Although the approximate error does not provide an exact estimate of the true error, 

Fig. 5.7 suggests that ea captures the general downward trend of et. In addition, the plot 

exhibits the extremely attractive characteristic that ea is always greater than et. Thus, 

چاپرا) کتاب (منبع: واقعͬ نسبی خطای و تقریبی نسبی خطای مقایسه :۳ .۲ شͺل

∆x0 = x0u − x0l

∆x1 =
∆x0

21
...

∆xn =
∆x0

2n

(۳ .۲)
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(False‐Position Method) نابجایی روش ۲ .۲
خط تقاطع محل و ͬ شود. م زده تقریب خط ͷی با ریشه جستجوی بازە ی در منحنͬ روش این در
منحنͬ علامت بخشͬ، دو روش مانند ͬ شود. م گرفته نظر در مرحله این در تقریبی ریشە ی محور با
نقطه این در منحنͬ علامت که دارد قرار نقطه این از سمتͬ در ریشه ͬ شود. م محاسبه نقطه این در

باشد. پایین یا بالا سمت، آن کران در منحنͬ علامت مخالف
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the root estimate is calculated. Previously calculated values are saved and merely reassigned 

as the bracket shrinks. Thus, n 1 1 function evaluations are performed, rather than 2n.

 5.3 THE FALSE-POSITION METHOD

Although bisection is a perfectly valid technique for determining roots, its “brute-force” 

approach is relatively inef� cient. False position is an alternative based on a graphical insight.

 A shortcoming of the bisection method is that, in dividing the interval from xl to xu 

into equal halves, no account is taken of the magnitudes of f(xl) and f(xu). For example, 

if f(xl) is much closer to zero than f(xu), it is likely that the root is closer to xl than to 

xu (Fig. 5.12). An alternative method that exploits this graphical insight is to join f(xl) 

and f(xu) by a straight line. The intersection of this line with the x axis represents an 

improved estimate of the root. The fact that the replacement of the curve by a straight 

line gives a “false position” of the root is the origin of the name, method of false  position, 

or in Latin, regula falsi. It is also called the linear interpolation method.

 Using similar triangles (Fig. 5.12), the intersection of the straight line with the 

x axis can be estimated as

f(xl)

xr 2 xl

5
f(xu)

xr 2 xu

 (5.6)

which can be solved for (see Box 5.1 for details).

xr 5 xu 2
f(xu) (xl 2 xu)

f(xl) 2 f(xu)
 (5.7)

FIGURE 5.12 
A graphical depiction of the 
method of false position. Similar 
triangles used to derive the for-
mula for the method are 
shaded.

x
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چاپرا) کتاب (منبع: نابجایی روش از تصویری توضیح :۴ .۲ شͺل

و ͬ آید م بدست مثلث ها تشابه از استفاده با جستجو بازە ی در منحنͬ تقریب خط برخورد محل
ͬ رسیم. م مرحله این در تقریبی ریشە ی محاسبه برای زیر معادله به روابط کردن ساده با

xr = xu −
f(xu)(xl − xu)
f(xl)− f(xu)

(۴ .۲)

به کران آن در تابع مقدار که باشد نزدیͺتر کرانͬ به باید واقعͬ ریشە ی (۴ .۲) شͺل به توجه با
مواردی چنین در و ͬ دهد نم رخ اتفاق این ( ۵ .۲) شͺل مانند اوقات گاهͬ اما است. نزدیͷ تر صفر
تقریبی نسبی خطای نتیجه در و داشت خواهد کمͬ جابجایی ،xr تقریبی ریشە ی تکرار، بار هر با

شد. خواهد کوچͺتر (ϵt) واقعͬ نسبی خطای از (ϵa)

(Newton‐Raphson Method) نیوتن⁃رافسون روش ۳ .۲
روش اما ͬ شد. م شروع جستجو بازە ی ͷی کران دو انتخاب با شد، بررسͬ اینجا تا که روشͬ دو
آغازین نقطە ی این اطراف در را معادله منحنͬ ͬ شود. م آغاز نقطه ͷی تنها انتخاب با نیوتن⁃رافسون
محل کردن پیدا بجای معادله، ریشە ی کردن پیدا برای ͬ زنیم. م تقریب منحنͬ بر مماس خط با (xi)
با را، گرفتە ایم نظر در منحنͬ تقریب را آن که مماس خط برخورد محل ،x محور با منحنͬ برخورد
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 After � ve iterations, the true error has only been reduced to about 59 percent. In 

addition, note that ea , et. Thus, the approximate error is misleading. Insight into these 

results can be gained by examining a plot of the function. As in Fig. 5.14, the curve 

violates the premise upon which false position was based—that is, if f(xl) is much closer 

to zero than f(xu), then the root is closer to xl than to xu (recall Fig. 5.12). Because of 

the shape of the present function, the opposite is true.

FIGURE 5.14 
Plot of f (x) 5 x10 2 1, illustrating slow convergence of the false-position method.
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 The forgoing example illustrates that blanket generalizations regarding root-location 

methods are usually not possible. Although a method such as false position is often supe-

rior to bisection, there are invariably cases that violate this general conclusion. Therefore, 

in addition to using Eq. (5.2), the results should always be checked by substituting the root 

estimate into the original equation and determining whether the result is close to zero. Such 

a check should be incorporated into all computer programs for root location.

 The example also illustrates a major weakness of the false-position method: its one-

sidedness. That is, as iterations are proceeding, one of the bracketing points will tend to 

چاپرا) کتاب (منبع: نابجایی روش ضعف نقاط از ͬͺی از تصویری توضیح :۵ .۲ شͺل

ͬ گیریم. م نظر در معادله ریشە ی از تقریبی عنوان به را (xi+1) جدید نقطە ی این ͬ کنیم. م پیدا x محور
خط برخورد محل و ͬ زنیم م تقریب جدید نقطە ی این در مماس خط با را منحنͬ بعد مرحلە ی در
نمادین بطور (۶ .۲) شͺل ͬ کنیم. م جستجو معادله ریشە ی از تقریبی عنوان به را x محور با مماس
با مماس، خط ͬ شود، م دیده شͺل در که همانطور ͬ دهد. م نشان را نیوتن⁃رافسون روش مراحل
این از استفاده با ͬ آورد. م بوجود الزاویه قائم مثلث xi نقطە ی در x محور بر عمود خط و x محور
بر را xi+1 نقطە ی (۵ .۲) رابطە ی ͬ آید. م بدست xi+1 نقطە ی ،f ′(xi) مماس شیب تعریف و مثلث

ͬ آورد. م بدست xi نقطە ی در منحنͬ شیب و مقادیر حسب
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 6.2 THE NEWTON-RAPHSON METHOD

Perhaps the most widely used of all root-locating formulas is the Newton-Raphson equa-

tion (Fig. 6.5). If the initial guess at the root is xi, a tangent can be extended from the 

point [xi, f(xi)]. The point where this tangent crosses the x axis usually represents an 

improved estimate of the root.

FUNCTION Fixpt(x0, es, imax, iter, ea)

 xr 5 x0

 iter 5 0

 DO

   xrold 5 xr

   xr 5 g(xrold)

   iter 5 iter 1 1

   IF xr ? O THEN

     ea 5 ` xr 2 xrold

xr
` ? 100

   END IF

   IF ea , es OR iter $ imax EXIT

 END DO

 Fixpt 5 xr

END Fixpt

FIGURE 6.4
Pseudocode for fi xed-point 
 iteration. Note that other open 
methods can be cast in this 
 general format.

f (x)

f (xi)

f (xi) – 0

Slope = f ' (xi)

0
xxi+1 xi

xi – xi+1

FIGURE 6.5
Graphical depiction of the 
Newton-Raphson method.
A tangent to the function of xi 
[that is, f9(xi)] is extrapolated 
down to the x axis to provide 
an estimate of the root at xi11.

چاپرا) کتاب (منبع: نیوتن⁃رافسون روش تصویری توضیح :۶ .۲ شͺل

xi+1 = xi −
f(xi)

f ′(xi)
(۵ .۲)
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روش های به نسبت که است خطͬ غیر معادلات حل روش های متداول ترین از نیوتن⁃رافسون روش
ضعفͬ نقاط دارای نیز روش این دیͽر، روش هر مانند اما دارد. بالاتری نسبتا همͽرایی سرعت دیͽر
صفر و ͷکوچ بسیار تقریبی ریشە ی در منحنͬ شیب حل، از مرحلە ای در اگر مثال بطور ͬ باشد. م
با بعد مرحلە ی تقریبی ریشە ی دارد، قرار کسر مخرج در (۵ .۲) رابطە ی در شیب آنجاییͺه از باشد،
نشان را حالت این از نمونه چند (۷ .۲) شͺل ͬ شود. م واگرا روش و دور واقعͬ ریشە ی از زیاد سرعت

ͬ دهد. 156م OPEN METHODS

 Additionally, in light of the foregoing discussion of potential problems of the Newton-

Raphson method, the program would be improved by incorporating several additional 

features:

f (x)

x

x2x0x1

(a)

f (x)

xx2 x4x0 x1x3

(b)

f (x)

xx0

x1x2

(c)

f (x)

xx0 x1

(d)

FIGURE 6.6
Four cases where the Newton-Raphson method exhibits poor convergence.کتاب (منبع: است صفر منحنͬ شیب که نقاطͬ در نیوتن⁃رافسون روش واگرایی رفتار :۷ .۲ شͺل

چاپرا)

همͽرایی سرعت نظر از نیوتن⁃رافسون و وتری نابجایی، دوبخشͬ، روش های (۸ .۲) شͺل در
از نیوتن⁃رافسون روش همͽرایی سرعت ͬ شود م دیده شͺل در که همانطور شدە اند. مقایسه هم با

ͬ باشد. م بیشتر دیͽر روش ۳
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160 OPEN METHODS

 For the secant method, using Eq. (6.7) and the sequential criterion for replacing 

estimates results in

Iteration xi 1 xi xi 1

 1 0.5 5.0 1.8546
 2 5.0 1.8546 �0.10438

As in Fig. 6.8d, the approach is divergent.

 Although the secant method may be divergent, when it converges it usually does so 

at a quicker rate than the false-position method. For instance, Fig. 6.9 demonstrates the 

superiority of the secant method in this regard. The inferiority of the false-position 

method is due to one end staying � xed to maintain the bracketing of the root. This 

property, which is an advantage in that it prevents divergence, is a shortcoming with 

regard to the rate of convergence; it makes the � nite-difference estimate a less-accurate 

approximation of the derivative.
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FIGURE 6.9 
Comparison of the true percent 
relative errors et for the methods 
to determine the roots of 
f (x) 5 e2x 2 x.

نیوتن⁃رافسون و وتری نابجایی، دوبخشͬ، روش های در همͽرایی سرعت مقایسە ی :۸ .۲ شͺل
چاپرا) کتاب (منبع:

(Fixed Point Method) ثابت نقطە ی روش ۴ .۲
منحنͬ که ͬ دهیم م شͺل تغییر نحوی به را یابی ریشه نظر مد اصلͬ معادلە ی ثابت نقطە ی روش در
هر در سپس شود. تبدیل g(x) منحنͬ ͷی و سوم) و اول ربع (نیمساز خط ͷی تفاضل به اصلͬ
بازاء جدید منحنͬ روی از تقریبی ریشە ی است، شده داده نشان (۶ .۲) روابط در که همانطور مرحله

ͬ آید. م بدست قبل مرحله ریشە ی

f(x) = 0 → f(x) = f1(x)− f2(x) = 0

f1(x) = x f2(x) = g(x) → x− g(x) = 0 → x = g(x)

xi+1 = g(xi), if |g′(xi)| < 1 (۶ .۲)

کردن پیدا بجای معادله، ریشە ی یافتن برای است، شده داده نشان (۹ .۲) شͺل در که همانطور
و y = x نیمساز خط برخورد محل یافتن به هدف ،x محور با y = f(x) اصل منحنͬ برخورد محل
x0 آغازین نقطە ی ͷی بازاء g(x) تابع از استفاده با ابتدا در ͬ شود. م تبدیل y = g(x) جدید منحنͬ
ریشە ی اولین عنوان به است، نیمساز با g(x) منحنͬ برخورد محل که را x1 = g(x0) جدید نقطە ی
و ͬ کنیم م پیدا را تقریبی ریشە های نقطه به نقطه مرحله، این تکرار با سپس ͬ آوریم. م بدست تقریبی
منحنͬ برخورد از مختلف حالت چهار (۱۰ .۲) شͺل در ͬ شویم. م ͷنزدی واقعͬ ریشه به گام به گام
y = g(x) منحنͬ شیب قدرمطلق b و a قسمت دو در ͬ دهد. م نشان را y = x نیمساز و y = g(x)
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مشاهده شͺل در که همانطور است. بیشتر نیمساز از ⅾ و ⅽ قسمت دو در و کمتر نیمساز شیب از
شرط ͬ باشد. م واگرا روش ⅾ و ⅽ قسمت دو در و است همͽرا روش b و a قسمت دو در ͬ شود م
و قضیه این اثبات به بعد قسمت در است. شده آورده (۶ .۲) روابط در همͽرایی برای |g′(xi)| < 1

ͬ پردازیم. م مختلف روش های همͽرایی شرط بررسͬ کلͬ حالت در نیز

148 OPEN METHODS

These points are plotted in Fig. 6.2b. The intersection of the two curves indicates a root 

estimate of approximately x 5 0.57, which corresponds to the point where the single 

curve in Fig. 6.2a crosses the x axis.

Solution. Reformulate the equation as y1 5 x and y2 5 e2x. The following values can 

be computed:

 x y1 y2

 0.0 0.0 1.000
 0.2 0.2 0.819
 0.4 0.4 0.670
 0.6 0.6 0.549
 0.8 0.8 0.449
 1.0 1.0 0.368

FIGURE 6.2
Two alternative graphical 
 methods for determining the root 
of f(x) 5 e2x 2 x. (a) Root at 
the point where it crosses the 
x axis; (b) root at the intersec-
tion of the component functions.

f (x)

f (x)

x

x

Root

Root

f (x) = e– x – x

f 1(x) = x

f 2(x) = e– x

(a)

(b)

چاپرا) کتاب (منبع: ثابت نقطە ی روش مراحل تصویری توضیح :۹ .۲ شͺل

دنباله ͷی هم گرایی بررسͬ ۵ .۲

lim
n→∞

xn = یعنͬ باشد a به همͽرا دنبالە  این کنید فرض بͽیرید. نظر در را xn حقیقͬ اعداد از دنبالە ای
دارد. p مرتبە ی همͽرایی {xn} دنبالە ی آنگاه باشد، برقرار p و c مثبت مقادیر برای زیر رابطە ی و a

lim
n→∞

∣∣∣∣ xn+1 − a
(xn − a)p

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ en+1

(en)p

∣∣∣∣ < c (۷ .۲)

تابعͬ برحسب را ام (i+ 1) گام خطای ͬ بایست م همواره همͽرایی، مرتبه کردن پیدا برای پس
همͽرایی زیر مثال در ͬ کنیم. م استفاده تیلور بسط از منظور این به و آورد بدست ام (i) گام خطای از

ͬ شود. م بررسͬ ثابت نقطە ی روش
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 6.1 SIMPLE FIXED-POINT ITERATION 149

 The two-curve method can now be used to illustrate the convergence and divergence 

of � xed-point iteration. First, Eq. (6.1) can be reexpressed as a pair of equations y1 5 x 

and y2 5 g(x). These two equations can then be plotted separately. As was the case with 

Eqs. (6.3) and (6.4), the roots of f(x) 5 0 correspond to the abscissa value at the inter-

section of the two curves. The function y1 5 x and four different shapes for y2 5 g(x) 

are plotted in Fig. 6.3.

 For the � rst case (Fig. 6.3a), the initial guess of x0 is used to determine the corre-

sponding point on the y2 curve [x0, g(x0)]. The point (x1, x1) is located by moving left 

horizontally to the y1 curve. These movements are equivalent to the � rst iteration in the 

� xed-point method:

x1 5 g(x0)

Thus, in both the equation and in the plot, a starting value of x0 is used to obtain an 

estimate of x1. The next iteration consists of moving to [x1, g(x1)] and then to (x2, x2). 

This iteration is equivalent to the equation

x2 5 g(x1)

FIGURE 6.3
Iteration cobwebs depicting 
convergence (a and b) and 
 divergence (c and d) of simple 
fi xed-point iteration. Graphs (a) 
and (c) are called monotone 
patterns, whereas (b) and (d) 
are called oscillating or spiral 
patterns. Note that convergence 
occurs when |g9(x)| , 1.

xx1

y1 = x

y2 = g(x)

x2 x0

y
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x
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محل در g(x) منحنͬ شیب مطلق قدر که هنگامͬ در ثابت نقطە ی روش واگرایی رفتار :۱۰ .۲ شͺل
چاپرا) کتاب باشد.(منبع: ۱ از بزرگتر واقعͬ ریشە ی

۱ شماره: مثال

بر را ام n+1 مرحلە ی خطای باید شد گفته متن در که همانطور ثابت: نقطە ی روش همͽرایی
ثابت، نقطە ی تکرار رابطە ی طرف دو از منظور این برای نماییم. محاسبه ام n مرحلە ی حسب
ͬ آوریم. م بدست واقعͬ ریشه حول را g(x) تابع اول مرتبه بسط و ͬ کنیم م کم را واقعͬ ریشه

ͬ کند. م صدق ثابت نقطه تکرار رابطە ی در واقعͬ ریشه خود که ͬ کنیم م دقت

xn+1 − xr = g(xn)− xr
= (g(xr) + g′(xr)(xn − xr))− xr
= xr + g′(xr)(xn − xr)− xr
= g′(xr)(xn − xr)

en+1 = g′(xr)en → en+1

en
= g′(xr)

قدر مرحله هر در یعنͬ شود. کمتر گام به گام خطا قدرمطلق داریم انتظار همͽرایی، شرط برای
که است همͽرا شرطͬ به تنها ثابت نقطە ی روش اولا پس باشد. کمتر قبلͬ گام از خطا مطلق

است. p = 1 همͽرایی مرتبه حالت این در ثانیا و |g′(xr)| < 1
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۲ شماره: مثال

n + 1 مرحلە ی خطای همͽرایی بررسͬ برای برای مجددا نیوتن⁃رافسون: روش همͽرایی
ͬ کنیم. م محاسبه را ام

en+1 = xn+1 − xr

= xn −
f(xn)

f ′(xn)
− xr

= xn −
f(xr) + f ′(xr)(xn − xr) + 1

2f
′′(xr)(xn − xr)2

f ′(xn)
− xr

f(x) منحنͬ شیب نیز و f(xr) = 0 یعنͬ ͬ کند م صدق معادله در واقعͬ ریشه آنجاییͺه از و
ͷنزدی هم به بسیار باشیم، شده ͷنزدی ریشه به کافͬ حد به آنکه شرط به xn نقطە ی و ریشه در

ͬ شود: م ساده زیر شͺل به خطاها رابطە ی f ′(xr) ≈ f ′(xn) یعنͬ هستند

en+1 ≈ xn − (xn − xr)−
f ′′(xr)(xn − xr)2

2f ′(xn)
− xr

en+1 ≈ −
f ′′(xr)

2f ′(xn)
e2n → en+1

e2n
≈
∣∣∣∣− f ′′(xr)

2f ′(xn)

∣∣∣∣
است. ۲ مرتبه از نیوتن روش همͽرایی پس

چندگانه ریشە های ۶ .۲

این از نمونه سه منحنͬ (۱۱ .۲) شͺل مثال بطور دارند. چندگانه ریشه که بͽیرید نظر در را معادلاتͬ
این چندگانە ی ریشە های محل در است، مشخص شͺل از که همانطور ͬ دهد. م نشان را معادلات نوع
این ͬ شود. م مماس x محور بر منحنͬ و ͬ شود م صفر نیز تابع شیب تابع، خود بر علاوه معادلات
ͬ گیرد م قرار کسر مخرج در تابع مشتق که نیوتن⁃رافسون مانند روش هایی در ͬ شود م باعث خاصیت
مسائل نوع این در یابد. کاهش شدت به روش همͽرایی سرعت نیز و شود سیستم واگرایی باعث
ͬ کنیم م ͷچ مرحله هر در لذا ͬ شود، م صفر f ′(x) از زودتر f(x) تابع همواره که ͬ شود م اثبات
سرعت مشͺل رفع برای نشود. محاسبه تابع مشتق دیͽر برنامه در شد، صفر f(x) تابع مقدار اگر
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روش به معادله ͷی گانه m ریشە ی کردن پیدا برای را نیوتن⁃رافسون روش توان مͬ نیز همͽرایی
داد. بهبود زیر

xi+1 = xi −m
f(xi)

f ′(xi)
(۸ .۲)

 6.5 MULTIPLE ROOTS 167

their respective formulas. This could result in division by zero when the solution 

converges very close to the root. A simple way to circumvent these problems is based 

on the fact that it can be demonstrated theoretically (Ralston and Rabinowitz, 1978) 

that f(x) will always reach zero before f9(x). Therefore, if a zero check for f(x) is 

incorporated into the computer program, the computation can be terminated before 

f9(x) reaches zero.

3. It can be demonstrated that the Newton-Raphson and secant methods are linearly, 

rather than quadratically, convergent for multiple roots (Ralston and Rabinowitz, 

1978). Modi� cations have been proposed to alleviate this problem. Ralston and 

Rabinowitz (1978) have indicated that a slight change in the formulation returns it to 

quadratic convergence, as in

xi11 5 xi 2 m 
f(xi)

f ¿(xi)
 (6.12)

  where m is the multiplicity of the root (that is, m 5 2 for a double root, m 5 3 for 

a triple root, etc.). Of course, this may be an unsatisfactory alternative because it 

hinges on foreknowledge of the multiplicity of the root.

 Another alternative, also suggested by Ralston and Rabinowitz (1978), is to de� ne 

a new function u(x), that is, the ratio of the function to its derivative, as in

u(x) 5
f  (x)

f ¿(x)
 (6.13)

It can be shown that this function has roots at all the same locations as the original 

function. Therefore, Eq. (6.13) can be substituted into Eq. (6.6) to develop an alternative 

form of the Newton-Raphson method:

xi11 5 xi 2
u(xi)

u¿(xi)
 (6.14)

Equation (6.13) can be differentiated to give

u¿(x) 5
f ¿(x) f ¿(x) 2 f(x) f –(x)

[ f ¿(x) ]2
 (6.15)

Equations (6.13) and (6.15) can be substituted into Eq. (6.14) and the result simpli� ed 

to yield

xi11 5 xi 2
f(xi) f ¿(xi)

[ f ¿(xi) ]2
2 f(xi) f –(xi)

 (6.16)

 EXAMPLE 6.10 Modifi ed Newton-Raphson Method for Multiple Roots

Problem Statement. Use both the standard and modi� ed Newton-Raphson methods to 

evaluate the multiple root of Eq. (6.11), with an initial guess of x0 5 0.

FIGURE 6.13
Examples of multiple roots that 
are tangential to the x axis.
Notice that the function does 
not cross the axis on either side 
of even multiple roots (a) and 
(c), whereas it crosses the axis 
for odd cases (b).
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چاپرا) کتاب معادله.(منبع: ͷی چندگانە ی ریشە های از تصویری توضیح :۱۱ .۲ شͺل

غیرخطͬ معادلات دستگاه ۷ .۲
نمایند حل توام را نظر مورد جبری معادله چند که کنیم بررسͬ را روش هایی داریم قصد قسمت این در
ͬ کنیم م بررسͬ را معادلاتͬ دستگاه ما نمایند. صدق معادلات این در هم زمان که کنند پیدا را نقاطͬ و
نظر در را زیر معادلە ی دو مثال بطور هستند. مجهول متغیر دارای دارند، که معادلاتͬ تعداد به که

بͽیرید.
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u(x, y) = x2 + y2 − 25 = 0

v(x, y) = y2 − x− 5 = 0 (۹ .۲)

معادله هر برای y توان به توجه با آوریم. بدست x برحسب را y باید منحنͬ دو این ترسیم برای
ͬ شود. م حاصل x محور پایین و بالا برای منحنͬ دو

y = ±
√

25− x2
y = ±

√
5 + x (۱۰ .۲)

نقطە ی سه در ͬ ها منحن این ͬ شود م دیده که همانطور ͬ کنیم. م رسم را ͬ ها منحن این زیر کد در
محل کردن پیدا هدف مساله صورت عنوان به ͬ کنند. م قطع را همدیͽر {(0, 0), (4, 3), (4,−3)}
(۹ .۲) دستگاه معادلە ی دو هر در که (x = 4, y = 3) یعنͬ است، اول ناحیه در ͬ ها منحن برخورد
دو با فصل این در است. شده مشخص رنگ قرمز X علامت با شͺل در نقطه این ͬ کند. م صدق

ͬ کنیم. م حل (ژاکوبی) نیوتن⁃رافسون و ثابت نقطە ی روش

۳ شماره: مثال

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x = np.linspace(-5,5,100)
y0 = np.sqrt(25-x**2)
y1 = -np.sqrt(25-x**2)
y2 = np.sqrt(5+x)
y3 = -np.sqrt(5+x)

fig, ax = plt.subplots(1,1,figsize=(5,5))

ax.plot(x,y0,label='y0')
ax.plot(x,y1,label='y1')
ax.plot(x,y2,label='y2')
ax.plot(x,y3,label='y3')
ax.plot(4,3,'x r')

ax.legend(bbox_to_anchor=(1.01,1), borderaxespad=0,loc='upper left')
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ax.minorticks_on()
ax.grid()

plt.show()

ثابت نقطە ی روش ۱ .۷ .۲

مجهول ͷی معادله هر در که کند پیدا شͺل تغییر نحوی به باید معادله متغیره، تک معادله حل مانند
دو دستگاه ͷی برای تبدیل این (۱۱ .۲) روابط در شود. نوشته مجهولات الباقͬ از تابعͬ برحسب

ͬ دهد. م نشان را مجهول دو معادله،

{
u(x, y) = 0
v(x, y) = 0

⇒
{
xi+1 = ϕ(xi, yi)
yi+1 = ψ(xi, yi)

(۱۱ .۲)

(۱۱ .۲) روابط از استفاده با سپس ͬ شود. م شروع (x0, y0) آغازین مقادیر دسته ͷی با روش
منتهͬ دستگاه ریشە ی به داریم انتظار که دنباله ͷی از بعدی نقاط تکرار، با و (x1, y1) جدید نقطە ی
بازە ی در زیر رابطە ی واقعͬ، ریشە ی به دنباله این هم گرایی شرط عنوان به ͬ آوریم. م بدست را شود،

باشد. برقرار باید واقعͬ ریشە ی به ͷنزدی و بررسͬ مورد


∣∣∣∂ϕ∂x∣∣∣+ ∣∣∣∂ϕ∂y ∣∣∣ < 1∣∣∣∂ψ∂x ∣∣∣+ ∣∣∣∂ψ∂y ∣∣∣ < 1

(۱۲ .۲)
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۴ شماره: مثال

نمایید. حل ثابت نقطه روش با را (۹ .۲) غیرخطͬ معادلات دستگاه
نماید. صدق (۱۲ .۲) شرایط در که ͬ دهیم م تغییر نحوی به (۱۱ .۲) شͺل به را معادلات }ابتدا

u(x, y) = x2 + y2 − 25 = 0
v(x, y) = y2 − x− 5 = 0

⇒
{
xi+1 = ϕ(xi, yi) =

√
25− y2i

yi+1 = ψ(xi, yi) =
√
5 + xi ∂xϕ(xi, yi) = 0 ∂yϕ(xi, yi) =

∣∣∣∣ yi√
25−y2i

∣∣∣∣
∂xψ(xi, yi) =

1

2
√
|5+x|

∂yψ(xi, yi) = 0

خط از پایین تر نیز و (x ≥ 0) اول ناحیه در برخورد نقطە ی شده، رسم شͺل به توجه با
ریشه زیر کد از استفاده با حال ͬ باشد. م برقرار (۱۲ .۲) شرط پس دارد. قرار (y = 3.5)
آغاز (x0, y0) = (3.00, 4.00) نقطە ی از ͬ شود م دیده کد در که همانطور ͬ کنیم. م پیدا را
از کمتر y و x دوی هر در تقریبی مطلق خطای که ͬ کنیم م تکرار را مراحل آنقدر و ͬ کنیم م
رقم دو از کمتر برخورد واقعͬ محل از تقریبی ریشە های فاصلە ی شویم مطمئن تا باشد 0.005
از آمده بدست  نقطە ی مرحله هر در که ͬ کنیم م مشاهده شده، رسم منحنͬ در ͬ باشد. م اعشار

است. شده مشخص فلش با نقاط حرکت مسیر ͬ یابد. م انتقال بعدی منحنͬ به منحنͬ ͷی

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def phi(x,y):
return np.sqrt(25-y**2)

def psi(x,y):
return np.sqrt(x+5)

def makeArrow(ax,x0,y0,x1,y1):
delta = 0.01
dx = delta*(x1-x0)/np.sqrt((x1-x0)**2+(y1-y0)**2)
dy = delta*(y1-y0)/np.sqrt((x1-x0)**2+(y1-y0)**2)

ax.arrow(x1-10*dx,y1-10*dy,dx,dy,head_width=0.04,
head_length=0.06,color='red')

x0,y0 = 3,4
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roots = np.array([[x0,y0]])
while True:

x = phi(x0,y0)
y = psi(x0,y0)
roots = np.vstack((roots,np.array([x,y])))
if abs(x-x0) < 0.005 and abs(y-y0) < 0.005:

break
x0,y0=x,y

for i,(xi,yi) in enumerate(roots):
print(f"x{i}: {xi:.2f}\ty{i}: {yi:.2f}")

x = np.linspace(2.8,4.3,100)
y0 = np.sqrt(25-x**2)
y1 = -np.sqrt(25-x**2)
y2 = np.sqrt(5+x)
y3 = -np.sqrt(5+x)

fig, ax = plt.subplots(1,1,figsize=(5,5))

ax.plot(x,y0,label='y0')
ax.plot(x,y2,label='y2')
ax.plot(4,3,'Xr')
ax.plot(roots[:,0],roots[:,1],'--r')
makeArrow(ax,roots[0,0],roots[0,1],roots[1,0],roots[1,1])
makeArrow(ax,roots[1,0],roots[1,1],roots[2,0],roots[2,1])
makeArrow(ax,roots[2,0],roots[2,1],roots[3,0],roots[3,1])

ax.legend(bbox_to_anchor=(1.01,1), borderaxespad=0,loc='upper left')
ax.minorticks_on()
ax.grid()

plt.show()
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ژاکوبی یا نیوتن⁃رافسون روش ۲ .۷ .۲

بررسͬ را ژاکوبی یا نیوتن⁃رافسون روش غیرخطͬ معادلات دستگاه حل برای دوم روش عنوان به
با مرحله هر در و ͬ کنیم م شروع آغازین تقریبی ریشه ͷی با را مساله متغیره، تک معادله مانند ͬ کنیم. م
حاصلضرب از جدید با قدیم ریشە ی اختلاف ͬ کنیم. م پیدا را جدید تقریبی ریشە ی قبل، مرحله ریشە ی
چند و متغیره چند مساله اینجا در که تفاوت این با ͬ آید. م بدست آن مشتق معکوس در معادله تابع
روش برداری فرم و ͬ کند م پیدا برداری شͺل مساله زیر تعاریف با لذا دارند وجود هم زمان معادله
و شد خواهد ژاکوبی ماتریس معادل توابع مشتق برداری حالت در ͬ بریم. م بͺار را نیوتن⁃رافسون

بود. خواهد ماتریس این معکوس معادل تابع مشتق معکوس

{
u(x, y) = 0
v(x, y) = 0

⇒


X⃗ =

[
x
y

]

F⃗ =

[
u(x, y)
v(x, y)

] (۱۳ .۲)

X⃗i+1 = X⃗i − J−1i .F⃗i ⇒
[
xi+1

yi+1

]
=

[
xi
yi

]
− J−1i .

[
u(xi, yi)
v(xi, yi)

]
J =

[
∂xu ∂yu
∂xv ∂yv

]
(۱۴ .۲)
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۵ شماره: مثال

نمایید. حل نیوتن⁃رافسون روش با را (۹ .۲) غیرخطͬ معادلات دستگاه
نقطە ی از مجدد ͬ شود م دیده کد در که همانطور ͬ کنیم. م پیدا را ریشه زیر کد از استفاده با
مطلق خطای که ͬ کنیم م تکرار را مراحل آنقدر و ͬ کنیم م آغاز (x0, y0) = (3.00, 4.00)

از تقریبی ریشە های فاصلە ی شویم مطمئن تا باشد 0.005 از کمتر y و x دوی هر در تقریبی
ͬ شود، م دیده کد نتیجه در که همانطور ͬ باشد. م اعشار رقم دو از کمتر برخورد واقعͬ محل
۲) کفایت قدر به گام ۳ در و است برخوردار بیشتری همͽرایی سرعت از رافسون نیوتن روش

ͬ شویم. م ͷنزدی واقعͬ ریشه به اعشار) رقم

{
u(x, y) = x2 + y2 − 25 = 0
v(x, y) = y2 − x− 5 = 0

⇒ J =

[
2x 2y
−1 2y

]
⇒ J−1 =

[
2y

4xy+2y −
2y

4xy+2y
1

4xy+2y
2x

4xy+2y

]

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def Jinv(x,y):
ji = [[(2*y)/(2*y + 4*x*y), -(2*y)/(2*y + 4*x*y)],
[1/(2*y + 4*x*y), (2*x)/(2*y + 4*x*y)]]
return np.array(ji)

def F(x,y):
return np.array([x**2+y**2-25,y**2-x-5]).reshape((-1,1))

x0,y0 = 3,4
roots = np.array([[x0,y0]])
while True:

X0 = np.array([x0,y0]).reshape((-1,1))
X = X0 - np.dot(Jinv(x0,y0),F(x0,y0))
x,y = X[0,0],X[1,0]
roots = np.vstack((roots,np.array([x,y])))
if abs(x-x0) < 0.005 and abs(y-y0) < 0.005:

break



غیرخطͬ معادلات .۲ فصل ۴۸

x0,y0=x,y

for i,(xi,yi) in enumerate(roots):
print(f"x{i}: {xi:.2f}\ty{i}: {yi:.2f}")

x = np.linspace(2.8,4.3,100)
y0 = np.sqrt(25-x**2)
y1 = -np.sqrt(25-x**2)
y2 = np.sqrt(5+x)
y3 = -np.sqrt(5+x)

fig, ax = plt.subplots(1,1,figsize=(5,5))

ax.plot(x,y0,label='y0')
ax.plot(x,y2,label='y2')
ax.plot(4,3,'Xr')
ax.plot(roots[:,0],roots[:,1],'--r')
makeArrow(ax,roots[0,0],roots[0,1],roots[1,0],roots[1,1])
makeArrow(ax,roots[1,0],roots[1,1],roots[2,0],roots[2,1])
makeArrow(ax,roots[2,0],roots[2,1],roots[3,0],roots[3,1])

ax.legend(bbox_to_anchor=(1.01,1), borderaxespad=0,loc='upper left')
ax.minorticks_on()
ax.grid()

plt.show()
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۱ شماره: تمرین

قسمت توسط شده جابجا سیال وزن با است برابر شناوری نیروی ، ارشمیدس اصل طبق
h ارتفاع است، شده کشیده تصویر به زیر شͺل در که ای کره برای جسم. ͷی شده غوطە ور
استفاده با نیز و نابجایی و دوبخشͬ روش دو از را ͬ ماند م آب سطح بالای که کره از قسمتͬ

کنید. محاسبه اعشار رقم ۲ دقت با زیر مقادیر از

r = 1 [m]

ρs = 200 [Kg/m3]

ρw = 1000 [Kg/m3]

بیرون قسمت حجم کره، برای که باشید داشته توجه است. آب چͽالͬ ρw و کره چͽالͬ ρs که
کرد. محاسبه ͬ توان م زیر فرمول با را آب از

V =
πh2

3
(3r − h)

 PROBLEMS 143

your answer. Determine the approximate relative error after each 

 iteration. Employ initial guesses of 0 and R.

5.18 The saturation concentration of dissolved oxygen in freshwa-

ter can be calculated with the equation (APHA, 1992)

 ln osf 5 2139.34411 1
1.575701 3 105

Ta

2
6.642308 3 107

T 
2
a

 1
1.243800 3 1010

T 
3
a

2
8.621949 3 1011

T 
4
a

where osf 5  the saturation concentration of dissolved oxygen in 

freshwater at 1 atm (mg/L) and Ta 5  absolute temperature (K). 

Remember that Ta 5 T 1 273.15, where T 5  temperature (°C). 

According to this equation, saturation decreases with increasing 

temperature. For typical natural waters in temperate climates, the 

equation can be used to determine that oxygen concentration ranges 

from 14.621 mg/L at 0°C to 6.413 mg/L at 40°C. Given a value of 

oxygen concentration, this formula and the bisection method can be 

used to solve for temperature in °C.

(a) If the initial guesses are set as 0 and 408C, how many bisection 

iterations would be required to determine temperature to an 

absolute error of 0.058C?

(b) Develop and test a bisection program to determine T as a func-

tion of a given oxygen concentration to a prespeci� ed absolute 

error as in (a). Given initial guesses of 0 and 408C, test your 

program for an absolute error 5 0.058C and the following 

cases: osf 5 8, 10, and 12 mg/L. Check your results.

5.19 According to Archimedes principle, the buoyancy force is equal 

to the weight of � uid displaced by the submerged portion of an 

 object. For the sphere depicted in Fig. P5.19, use bisection to deter-

mine the height h of the portion that is above water. Employ the follow-

ing values for your computation: r 5 1 m, �s 5 density of sphere 5 

200 kg/m3, and �w 5 density of water 5 1000 kg/m3. Note that the 

volume of the above-water portion of the sphere can be computed with

V 5
ph2

3
 (3r 2 h)

h

r

FIGURE P5.19

where g 5 9.81 m/s2, H 5 initial head (m), L 5 pipe length (m), 

and t 5 elapsed time (s). Determine the head needed to achieve 

y  5 5 m/s in 2.5 s for a 4-m-long pipe (a) graphically, (b) by 

 bisection, and (c) with false position. Employ initial guesses of 

xl 5 0 and xu 5 2 m with a stopping criterion of es 5 1%. Check 

you results.

5.16 Water is � owing in a trapezoidal channel at a rate of Q 5 20 m3/s. 

The critical depth y for such a channel must satisfy the equation

0 5 1 2
Q2

gA3
c

 B

where g 5 9.81 m/s2, Ac 5 the cross-sectional area (m2), and B 5 

the width of the channel at the surface (m). For this case, the width 

and the cross-sectional area can be related to depth y by 

B 5 3 1 y  and  Ac 5 3y 1
y2

2

Solve for the critical depth using (a) the graphical method, (b) bisec-

tion, and (c) false position. For (b) and (c) use initial guesses of 

xl 5 0.5 and xu 5 2.5, and iterate until the approximate error falls 

below 1% or the number of iterations exceeds 10. Discuss your  results.

5.17 You are designing a spherical tank (Fig. P5.17) to hold water 

for a small village in a developing country. The volume of liquid it 

can hold can be computed as 

V 5 ph2
 

[3R 2 h]

3

where V 5 volume (m3), h 5 depth of water in tank (m), and R 5 

the tank radius (m).

hV

R

FIGURE P5.17

If R 5 3 m, to what depth must the tank be � lled so that it holds 

30 m3? Use three iterations of the false-position method to determine 

۲ شماره: تمرین

ͬ دهد. م نشان را خاصͬ فرکانس محدودە ی با سیͽنال هایی عبور برای فیلتر مدار ͷی زیر شͺل
رابطە ی از ورودی به خروجͬ ولتاژ نسبت فیلتر این در

RV =

∣∣∣∣VoVi
∣∣∣∣ = ωRC√

(1− ω2LC)2 + (ωRC)2
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L = 11mH ، R = 1000Ω اگر است. ورودی ولتاژ فرکانس ω آن در که ͬ آید. م بدست
باشد. RV ≥ 0.87 که نمایید محاسبه نحوی به را فرکانسͬ محدودە ی باشد. C = 8µF و
رابطە  از (راهنمایی: نمایید. حل ͬ دار معن رقم ۲ دقت با نابجایی و دوبخشͬ روش دو با را مساله
فرکانس های بازە ی ω برحسب نامعادله این حل با و کنید ایجاد نامعادله ͷی شده داده مقادیر و

( کنید. پیدا را مدنظر

۳ شماره: تمرین

تکرار تابع ͷی ارائە ی با نیوتن⁃رافسون، و ثابت نقطە ی تکرار روش به را ۹ عدد جذر الف)
معادله باید ۹ جزر محاسبە ی برای راهنمایی: ) نمایید. محاسبه اعشار رقم ۲ دقت با مناسب،

( نمایید. حل را x2 − 9 = 0
محاسبه را واقعͬ خطای ͬ توانیم م مرحله هر در ͬ دانیم، م دقیقا را ۹ عدد جذر آنجاییͺه از ب)
مراحل، تکرار تعداد به نسبت خطا منحنͬ رسم از استفاده با ، (۸ .۲ ) شͺل از الهام با کنیم.
از منحنͬ رسم (برای نمایید. مقایسه را کردە اید استفاده که روشͬ دو هر همͽرایی سرعت

کنید.) استفاده پایتون

۴ شماره: تمرین

بͽیرید. نظر در را P (x) = tan(πx)−
√
a sec(πx) + b = 0 معادله

باشد. داشته x = 0.25 مضاعف ریشە ی معادله که کنید پیدا چنان را b و a مقدار الف)
از باشد. داشته ۲ مرتبه از حداقل همͽرایی مرتبه که آورید بدست روشͬ با را مذکور ریشه ب)
ͬ دار معن رقم ۳ حداقل با که کنید تکرار را مراحل آنقدر و کنید شروع x0 = −0.25 نقطە ی

باشید. رسیده واقعͬ ریشە ی به
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۵ شماره: تمرین

x0 = اولیه حدس با ثابت نقطە ی و نیوتن تکرار روش با را زیر غیرخطͬ معادلات دستگاه
. آورید بدست ͬ دار معن رقم ۳ دقت با را پاسخ و نمایید. حل را y0 = 1.2

{
y = −x2 + x+ 0.75
y + 5xy = x2

۶ شماره: تمرین

ͬ شود: م داده زیر رابطە ی از زمین حول ماهواره ͷی چرخش مسیر

R =
C

1 + e sin(θ + α)

ماهواره قطبی مختصات است، شده داده نشان شͺل در که همانطور (R, θ) رابطه این در که
ͬ باشند. م ثابت α و e ،C و

θای چه در ماهواره کنید مشخص باشد، شده مشاهده زیر جدول نقطە ی ۳ در ماهواره اگر
روش با را محاسبات همه نمایید. محاسبه نقطه این در را R مقدار و ͬ رسد م R کمترین به

دهید. انجام ͬ دار معن رقم ۳ تا و نیوتن⁃رافسن

θ −30◦ 0◦ 30◦

R(km) 6870 6728 6615

را α و e ،C ثابت ۳ ابتدا تا کنید ایجاد معادله ۳ شده داده جدول از استفاده با راهنمایی:
صفر مساوی را مشتق و بͽیرید مشتق θ به نسبت R از تحلیلͬ روش با سپس آورید. بدست
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ͬ شود. م کمینه R آن در که کنید پیدا را θای تا کنید حل θ برای را حاصل معادله و دهید قرار



۳ فصل

خطͬ معادلات دستگاە 

است جبری معادلات از دسته ͷی منظور ͬ پردازیم. م خطͬ معادلات دستگاه بررسͬ به فصل این در
صدق مذکور معادلات همە ی در که یابیم دست پاسخ هایی به و شوند حل هم با توام ͬ بایست م که
سادە ترین در ͬ باشند. م ͷی درجه از همه مجهولات که است معنͬ این به اینجا در بودن خطͬ کنند.

بͽیرید: نظر در را زیر مجهول دو و معادله دو شͺل،

{
3x1 + 2x2 = 18
−x1 + 2x2 = 2

(۱ .۳)

این حل و ͬ باشد. م x2 − x1 صفحە ی در خط ͷی معرف معادلات از ͷی هر هندسͬ نظر از
برخورد محل و خط دو این (۱ .۳) شͺل در است. خطوط این برخورد محل آوردن بدست دستگاه
و معادله ۳ در مثلا بالاتر ابعاد در است. شده داده نشان (۱ .۳) معادلات دستگاه حل عنوان به آن ها
بعدی ۳ مختصات و فضا ͷی در خط ۳ برخورد محل کردن پیدا دستگاه حل از هدف مجهول، ۳

ͬ باشد. م
بوجود ͬ تواند م مختلفͬ شرایط نه، یا و کنند قطع نقطه ͷی در بتوانند را همدیͽر خطوط اینکه در
قسمت در است. شده داده نشان مجهول دو معادله دو حالت برای شرایط این (۲ .۳) شͺل در آید.
متناظر دستگاه نتیجه در ͬ کنند. نم قطع را همدیͽر و هستند موازی هم با خط دو که ͬ شود م دیده (a)
پاسخ بی نهایت دارای دستگاه پس هستند. منطبق هم روی خط دو (b) قسمت ندارد. پاسخͬ آن
خط دو شیب اما ͬ کنند م قطع نقطه ͷی در را همدیͽر خط دو که ͬ بینیم م (ⅽ) قسمت در و است.
زیادی جابجایی خط دو تقاطع محل معادلات، در تغییری کوچͺترین با و است ͷنزدی هم به بسیار
روی ͬ تواند م محاسبات خطاهای و ͬ باشد م حساس بسیار دستگاه این پاسخ نتیجه داشت.در خواهد

باشد. داشته زیادی تاثیر پاسخ
و [A] ضرایب ماتریس روی از را شرایط این بنویسیم، (۲ .۳) ماتریسͬ شͺل به را معادلات اگر
یͺسان هم با [A] ماتریس سطر های که ͬ دهد م رخ وقتͬ (a) حالت دهیم. تشخیص ͬ توانیم م [B]

خط دو و ͬ دهد م رخ (b) قسمت حالت آنگاه باشند ͬͺی هم با نیز [B] بردار سطرهای اگر و باشند

۵۳
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Both equations can be solved for x2:

x2 5 2a
a11

a12

b x1 1
b1

a12

x2 5 2a
a21

a22

b x1 1
b2

a22

Thus, the equations are now in the form of straight lines; that is, x2 5 (slope) x1 1 inter-

cept. These lines can be graphed on Cartesian coordinates with x2 as the ordinate and x1 

as the abscissa. The values of x1 and x2 at the intersection of the lines represent the solution.

 EXAMPLE 9.1 The Graphical Method for Two Equations

Problem Statement. Use the graphical method to solve

 3x1 1 2x2 5 18 (E9.1.1)

 2x1 1 2x2 5 2 (E9.1.2)

Solution. Let x1 be the abscissa. Solve Eq. (E9.1.1) for x2:

x2 5 2
3

2
 x1 1 9

which, when plotted on Fig. 9.1, is a straight line with an intercept of 9 and a slope of 23y2.

FIGURE 9.1
Graphical solution of a set of two simultaneous linear algebraic equations. The intersection of the 
lines represents the solution.
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Solution: x1 � 4; x2 � 3

�x1
 � 2x2
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چاپرا) کتاب خطͬ(منبع: معادلات دستگاه حل مفهوم :۱ .۳ شͺل

 9.1 SOLVING SMALL NUMBERS OF EQUATIONS 247

 For three simultaneous equations, each equation would be represented by a plane in 

a three-dimensional coordinate system. The point where the three planes intersect would 

represent the solution. Beyond three equations, graphical methods break down and, con-

sequently, have little practical value for solving simultaneous equations. However, they 

sometimes prove useful in visualizing properties of the solutions. For example, Fig. 9.2 

depicts three cases that can pose problems when solving sets of linear equations. Figure 

9.2a shows the case where the two equations represent parallel lines. For such situations, 

there is no solution because the lines never cross. Figure 9.2b depicts the case where the 

two lines are coincident. For such situations there is an ind nite number of solutions. Both 

types of systems are said to be singular. In addition, systems that are very close to being 

singular (Fig. 9.2c) can also cause problems. These systems are said to be ill-conditioned. 

Graphically, this corresponds to the fact that it is difd cult to identify the exact point at 

which the lines intersect. Ill-conditioned systems will also pose problems when they are 

encountered during the numerical solution of linear equations. This is because they will 

be extremely sensitive to round-off error (recall Sec. 4.2.3).

 Equation (E9.1.2) can also be solved for x2:

x2 5
1

2
 x1 1 1

which is also plotted on Fig. 9.1. The solution is the intersection of the two lines at x1 5 4 

and x2 5 3. This result can be checked by substituting these values into the original 

equations to yield

 3(4) 1 2(3) 5 18

 2(4) 1 2(3) 5 2

Thus, the results are equivalent to the right-hand sides of the original equations.

FIGURE 9.2
Graphical depiction of singular and ill-conditioned systems: (a) no solution, (b) infi nite solutions, 
and (c) ill-conditioned system where the slopes are so close that the point of intersection is 
 diffi cult to detect visually.
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چاپرا) کتاب پاسخ(منبع: نداشتن یا و داشتن نظر از خطͬ معادلات دستگاە  انواع مفهوم :۲ .۳ شͺل

سطرهای نیز و [A] ماتریس ستون هر در سطر ها اختلاف اگر نهایت در ͬ باشند. م منطبق هم روی
(b) و (a) حالت های در ͬ آيد. م بوجود (ⅽ) قسمت حالت باشند، ͷنزدی هم به خیلͬ [B] بردار

ͬ شود. م صفر تقریبا (ⅽ) حالت در و ͬ شود م صفر [A] ضرایب ماتریس دترمینان

{
a11x1 + a12x2 = b1
a21x1 + a22x2 = b2

⇒
[
a11 a12
a21 a22

]
.

[
x1
x2

]
=

[
b1
b2

]
⇒ [A] . [X] = [B] (۲ .۳)

[A] ضرایب معکوس ماتریس در را تساوی طرف دو کافیست (۲ .۳) ماتریسͬ معادلە ی حل برای
نماییم. ضرب

[A]−1 . ([A] . [X]) = [A]−1 .[B]⇒ [X] = [A]−1.[B] (۳ .۳)

است. [A]−1 معکوس ماتریس نیز و [X] بردار یافتن به مربوط فصل این مطالب عمدە ی پس
روش همچون سادە ای تکنیͷ های از ͬ باشد، م ۲ به محدود مجهولات و معادلات تعداد که حالتͬ برای
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روش های از هستیم مواجه مجهول و معادله زیاد تعداد با هنگامͬ اما کنیم استفاده ͬ توانیم م کرامر
ͬ کنیم. م استفاده گاوس⁃سایدل تکرار روش و گاوس حذفͬ روش مانند عددی

گاوس حذفͬ روش ۱ .۳
ماتریس ͬ کنیم م سعͬ [B] بردار و [A] ماتریس  سطر های روی جبری عملیات از استفاده با روش این در
شͺل آوریم. بدست را [X] بردار ͬ توانیم م بسادگͬ نهایت در و ͬ کنیم م تبدیل مثلثͬ بالا بشͺل را [A]
ͷی ͷمͺب مراحل این جزئیات با ͬ دهد. م نشان کلͬ تصویر ͷی در را عملیات این مراحل (۳ .۳)

بͽیرید. نظر در را (۴ .۳) معادلات دستگاه ͬ شویم. م آشنا NAIVE GAUSS ELIMINATION 253 9.2 مثال

the procedure for the remaining equations results in the following modid ed system:

 a11x1 1 a12x2 1 a13x3 1
p 1 a1nxn 5 b1 (9.14a)

 a22x2 1 a23x3 1
p 1 a2nxn 5 b2 (9.14b)

 a32x2 1 a33x3 1
p 1 a3nxn 5 b3 (9.14c)

 . .

 . .

 . .

 an2x2 1 an3x3 1
p 1 annxn 5 bn (9.14d)

For the foregoing steps, Eq. (9.12a) is called the pivot equation and a11 is called the 

pivot coefP cient or element. Note that the process of multiplying the d rst row by a21ya11 

is equivalent to dividing it by a11 and multiplying it by a21. Sometimes the division 

operation is referred to as normalization. We make this distinction because a zero pivot 

element can interfere with normalization by causing a division by zero. We will return 

to this important issue after we complete our description of naive Gauss elimination.

 Now repeat the above to eliminate the second unknown from Eq. (9.14c) through 

(9.14d). To do this multiply Eq. (9.14b) by a932ya922 and subtract the result from Eq. 

(9.14c). Perform a similar elimination for the remaining equations to yield

 a11x1 1 a12x2 1 a13x3 1
p 1 a1nxn 5 b1

 a22x2 1 a23x3 1
p 1 a2nxn 5 b2

 a33x3 1
p 1 a3nxn 5 b2

 . .

 . .

 . .

 an3 x3 1
p 1 annxn 5 bn

where the double prime indicates that the elements have been modid ed twice.

FIGURE 9.3
The two phases of Gauss 
 elimination: forward elimination 
and back substitution. The 
primes indicate the number of 
times that the coeffi cients and 
constants have been modifi ed.

£
a11 a12 a13 b1

a21 a22 a23 b2

a31 a32 a33 b3

§

 2

£
a11 a12 a13 b1

a'22 a'23 b'2
a''33 b''3

§

 2

 x3 5 b''3ya''33

 x2 5 (b'2 2 a'2333)ya'22

 x1 5 (b1 2 a1232 2 a1333)ya11

Forward
elimination

Back 
substitution

چاپرا) کتاب گاوس(منبع: حذفͬ روش از تصویری توضیح :۳ .۳ شͺل

 3x1 − 0.1x2 − 0.2x3 = 7.85
0.1x1 + 7x2 − 0.3x3 = 19.3
0.3x1 − 0.2x2 + 10x3 = 71.4

(۴ .۳)

آنها ترکیب از ماتریس ͷی و ͬ دهیم م قرار هم کنار در را [B] ثابت بردار و [A] ضرایب ماتریس 
ماتریسͬ ͬ کنیم. م ایجاد ͬ باشد، م ثابت بردار از آخر ستون و ضرایب ماتریس از آن اول ستون های که
Augmented) افزوده ماتریس اصطلاحاً ͬ شود م ایجاد بردار یا ماتریس دو افزودن از نحو این به که
کنیم کم دوم سطر از و کنیم ضرب a21/a11 = 0.1/3 در را اول سطر اگر ͬ شود. م گفته (Matrix
را ͷتکنی این شد. خواهد صفر [A] ماتریس اول ستون دوم، سطر درایە ی کنیم دوم سطر جایͽذین و
در جایͽذینͬ و سوم سطر از کردن کم و a31/a11 = 0.3/3 در اول سطر ضرب با و ͬ دهیم م ادامه
تغییر افزوده ماتریس درایە های حال شد. خواهد صفر هم اول ستون و سوم سطر درایە ی سوم، سطر
نمایش [B] بردار و [A] ماتریس با متناظر درایە های برای b′i a′ijو با را درایە ها این است. کرده پیدا
جدید افزودە ی ماتریس دوم سطر از باید دوم ستون و سوم سطر درایە ی کردن صفر برای ͬ دهیم. م
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از و ضرب a′32/a
′
22 = (−0.190)/7.003 در را دوم سطر کافیست کنیم. استفاده اول سطر بجای

ͬ شود. م مثلثͬ بالا ضرایب ماتریس گام به گام طریق این به کنیم. سوم سطر جایͽذین و کم سوم سطر

 3 −0.1 −0.2 7.85
0.1 7 −0.3 19.3
0.3 −0.2 10 71.4


⇒ R2 ← (R2− 0.1/3 R1)

R3 ← (R3− 0.3/3 R1)
⇒

 3 −0.1 −0.2 7.85
0 7.003 −0.293 −19.562
0 −0.190 10.020 70.615


⇒ R3 ← (R3− (−0.190/7.003) R2) ⇒

 3 −0.1 −0.2 7.85
0 7.003 −0.293 −19.562
0 0 10.012 70.084

(۵ .۳)

تغییر نیز ثابت ها ماتریس تناسب به و شده مثلثͬ بالا ضرایب ماتریس ͬ شود م دیده که همانطور
شروع دارد، [A] ضرایب ماتریس به مربوط صفر غیر درایە ی ͷی تنها که آخر سطر از حال است. یافته
غیر درایە ی همان بر [B] ثابت بردار آخر درایە ی تقسیم با را سطر این به مربوط مجهول و ͬ کنیم م
ͬͺی سطر از استفاده با ͬ توانیم م مجهول، این داشتن با ͬ آوریم. م بدست [A] ضرایب ماتریس صفر
مثال برای پس نماییم. محاسبه را مجهول ها تمام گام به گام و سطر آن به مربوط مجهول آخر، به مانده

ͬ نماییم. م محاسبه نحو همین این به را مجهولات بالا،

→ x3 =
70.084

10.012
= 7.000

→ x2 =
−19.562
7.003

− −0.293
7.003

(7.000) = −2.500

→ x1 =
7.85

3
− −0.2

3
(7.000)− −0.1

3
(−2.500) = 3.000 (۶ .۳)

تعداد به تعمیم و نویسͬ برنامه قابل راحتͬ به و ساده بسیار روش این ͬ شود م دیده که همانطور
ͬ شود. م مواجه جدی مشͺل با نیز حالت چند در حال عین در اما است. مجهولات و معادلات زیاد
آمده مخرج در اصلͬ قطر درایە ی شد، استفاده پایین مثلث درایە های کردن صفر برای که ضرایبی در
مشͺل ͬ شود. م مواجه مشͺل با روش این باشند، صفر اصلͬ قطر روی درایە های که هنگامͬ پس بود.
اثر مرحله هر روی قبلͬ مراحل از محاسبات روش این در آنجاییͺه از است. کردن گرد خطای بعدی
به مرحله هر از کردن گرد خطای است، زیاد خیلͬ مجهولات و معادلات تعداد هنگامیͺه در ͬ گذارد، م
بد⁃ معادلات اگر و ͬ شویم. م مواجه کردن گرد خطای زیاد انباشت با نهایت در و انتقال بعد مرحله
است، ͷکوچ بسیار ضرایب ماتریس دترمینان که هنگامͬ یعنͬ باشند، (Ill‐Conditioned) وضع

باشد. واقعͬ ریشە ی از دور و اشتباه کاملا ͬ تواند م روش این از آمده بدست پاسخ 
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همواره تا کنیم جابجا مرحله هر در را افزوده ماتریس سطر های ͬ توانیم م پاسخ ها دادن بهبود برای
جزئͬ محورگیری عمل این به باشد. بزرگتر خود ستون در درایە ها بقیه از اصلͬ قطر روی درایە های
بر علاوه اصلͬ قطر روی درایە ی تا نمود جابجا هم با نیز را ستون ها ͬ توان م البته شود. مͬ گفته
به که باشد، بزرگتر نیز خود سطر در درایە ها بقیە ی از خود، ستون هم درایە های الباقͬ از بودن بزرگتر
جابجا هنگام زیرا ͬ شود نم استفاده زیاد کلͬ محورگیری معمولا ͬ شود. م گفته کلͬ محورگیری آن
برنامه پیچید گͬ این و نمود جابجا ستون ها، تناسب به نیز را مجهول ها ترتیب باید ستون ها کردن
تغییری مجهولات ترتیب و پاسخ در افزوده، ماتریس سطر هر کردن مقیاس ͬ کند. م زیاد را نویسͬ
بزرگترین تا نمود مقیاس چنان را سطر هر ابتدا ͬ توان م کلͬ، محورگیری بجای پس ͬ کند. نم ایجاد
بخصوص کردن مقیاس روش ضمن در نمود. جزئͬ محورگیری سپس و باشد ۱ عدد سطر آن درایه
نحوە ی با زیر مثال در باشد. مفید بسیار ͬ تواند م باشد متفاوت مجهولات سنجش واحد که مسائلͬ در

ͬ شوید. م آشنا جزئͬ محورگیری و کردن مقیاس

{
2x1 + 100000x2 = 100000

x1 + x2 = 2

(۷ .۳)

درایە ها بقیه از a11 اول سطر در اما .a11 > a21 داریم افزوده ماتریس اول ستون برای ظاهر به
محورگیری باید که ͬ شویم م متوجه مقیاس از بعد ͬ کنیم. م مقیاس را ۲ و ۱ سطر ابتدا نیست.لذا بزرگتر

ͬ دهیم. م انجام

[
2 100000 100000
1 1 2

]
sⅽaⅼing: R1← 0.00001R1 ⇒

[
0.00002 1 1

1 1 2

]
pivoting: R1← R2

R2← R1
⇒
[

1 1 2
0.00002 1 1

]
⇒ R2← R2− 0.00002R1⇒

[
1 1 2
0 0.99998 0.99996

]
⇒ x2 = 0.99996/0.99998 = 0.99998⇒ x1 = 2− 0.99998 = 1.00002

لذا ͬ شود. م کردن گرد خطای موجب خود کردن مقیاس موارد بعضͬ در که داشت دقت باید
اما خیر یا و ͬ باشد م نیاز محورگیری به دهیم تشخیص که ͬ کنیم م مقیاس را سطر مواردی چنین در

گردد. باز اول ضرایب به دستگاه تا ͬ کنیم م معکوس مقیاس محورگیری، از قبل بلافاصله
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۱ شماره: مثال

اختلاف برابر مخزن ͷی در سیال جرم افزایش مقدار زمان واحد در که ͬ کند م ایجاب جرم بقای
جرم است، ثابت مخزن درون جرم که پایدار حالت در باشد. مخزن به ورودی از خروجͬ جرم
ورودی) جرم (نرخ زمان واحد در ورودی جرم با خروجͬ) جرم (نرخ زمان واحد در خروجͬ

است. برابر

∆mc

∆t
=

∆min

∆t
− ∆mout

∆t
= 0⇒ ∆min

∆t
=

∆mout

∆t

ṁin = ṁout

شدە ی جابجا (Q) حجم نرخ در (c) جرمͬ چͽالͬ برابر (ṁ) سیال ͷی شدە ی جابجا جرم نرخ
بنویسیم: ͬ توانیم م مخزن هر برای پس است. ∑سبال

ṁin =
∑

ṁout ⇒
∑

cinQin =
∑

coutQout

به خروجͬ و ورودی حجمͬ نرخ های که است شده داده نشان شیمیایی مخزن ۵ زیر شͺل در
شده داده نشان شͺل در حجمͬ چͽالͬ سیستم بیرون از ورودی سیال های برای نیز و مخزن
محاسبه را مخزن هر جرمͬ چͽالͬ مخزن، هر برای جرم بقای روابط نوشتن از استفاده با است.
ورودی، سیال و دارد را مخزن درون سیال چͽالͬ همان مخزن هر از خروجͬ سیال نمایید.

است. شده خارج آن از که مخزنͬ سیال چͽالͬ



۵۹ گاوس حذفͬ روش .۱ .۳

پاسخ:
حجمͬ نرخ و c01 = 10 چͽالͬ با سیال مثال بطور ͬ شود، م دیده شͺل در که همانطور
۱ مخزن به ۳ مخزن از Q31 = 1 حجمͬ نرخ و c3 چͽالͬ نیز و سیستم خارج از Q01 = 5

۲ مخزن های به و خارج ۱ مخزن از Q15 = 3 و Q12 = 3 حجمͬ نرخ و c1 چͽالͬ با و وارد
ͬ شود. م وارد ۵ و

Q01c01 +Q31c3 = Q12c1 +Q15c1 ⇒ 50 + c3 = 3c1 + 3c1 ⇒ 6c1 − c3 = 50

ͬ آید. م بدست زیر معادلات مخزن ۵ هر برای روابط نوشتن با
6c1 − c3 = 50
−3c1 + 3c2 = 0
−c2 + 9c3 = 160
−c2 − 8c3 + 11c4 − 2c5 = 0
−3c1 − c2 + 4c5 = 0

ͬ کنیم. م بازنویسͬ ماتریسͬ بشͺل را معادلات این
6 0 −1 0 0
−3 3 0 0 0
0 −1 9 0 0
0 −1 −8 11 −2
−3 −1 0 0 4

×

c1
c2
c3
c4
c5

 =


50
0
160
0
0


منظور این به ͬ کنیم. م استفاده گاوس حذفͬ روش از خطͬ معادلات دستگاه این حل برای
که همانطور باشند. بزرگتر خود ستون در عناصر الباقͬ از محور روی عناصر ͬ کنیم م ͷچ ابتدا
پایین تر سطرهای در ستون هم عناصر از قطر روی عناصر همه خوشبختانه، ͬ شود، م مشاهده

نیست. محورگیری به نیاز و هستند بزرگتر خود
6 > 3
3 > 1
9 > 8
11 > 0
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import numpy as np

def upper_triangular_matrix(a,b):
n = len(b)
for i in range(1,n):

for j in range(i):
lam = a[i,j]/a[j,j]
a[i] = a[i]-lam*a[j]
b[i] = b[i]-lam*b[j]

return a,b

def back_substituation(a,b):
n = len(b)
x = b[:]
for k in range(n-1,-1,-1):

x[k]=(b[k] - np.dot(a[k,k+1:n],x[k+1:n]))/a[k,k]
return x

def gauss_elimination(a,b):
a,b = upper_triangular_matrix(a,b)
x = back_substituation(a,b)
return x

a = np.array([[6,0,-1,0,0],
[-3,3,0,0,0],
[0,-1,9,0,0],
[0,-1,-8,11,-2],
[-3,-1,0,0,4]],dtype=float)

b = np.array([50,0,160,0,0],dtype=float)

c = gauss_elimination(a,b)

print(f'Concentration in the reactors are: \
\nc1: {c[0]:.1f} \nc2: {c[1]:.1f} \nc3: {c[2]:.1f} \
\nc4: {c[3]:.1f} \nc5: {c[4]:.1f}')
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Concentration in the reactors are:
c1: 11.5
c2: 11.5
c3: 19.1
c4: 17.0
c5: 11.5

ماتریس معکوس برای (Gauss‐Jordan) گاوس⁃جوردن روش ۲ .۳
کردن مثلثͬ بالا از بعد تفاوت این با است گاوس حذفͬ روش مانند کاملا گاوس⁃جوردن روش
بین جبری عملیات با که پایین مثلث درایە های مانند و ͬ دهیم م ادامه را مراحل ضرایب، ماتریس
این  با ͬ کنیم. م قطری را ضرایب ماتریس و کرده صفر نیز را بالا مثلث درایە های شدند، صفر سطرها
عقب، به و کنیم شروع مجهول آخرین از نیست نیاز و ͬ شود م ساده مجهولات کردن پیدا مرحله کار
محاسبه ͬ توانیم م مجهولات باقͬ از مستقل را محهولͬ هر و آوریم بدست را مجهولات ͬͺی ͬͺی

ͬ دهد. م نشان کلͬ نمای ͷی با را مراحل این (۴ .۳) شͺل GAUSS-JORDAN 273 9.7 کنیم.

Finally, the function values at i can be expressed as

{Fi}
T
5 :  f1,i  f2,i p fn,i ;

Using these relationships, Eq. (9.33) can be represented concisely as

[Z]{Xi11} 5 2{Fi} 1 [Z]{Xi} (9.35)

Equation (9.35) can be solved using a technique such as Gauss elimination. This process 

can be repeated iteratively to obtain red ned estimates in a fashion similar to the two-

equation case in Sec. 6.5.2.

 It should be noted that there are two major shortcomings to the foregoing approach. 

First, Eq. (9.34) is often inconvenient to evaluate. Therefore, variations of the Newton-

Raphson approach have been developed to circumvent this dilemma. As might be ex-

pected, most are based on using d nite-difference approximations for the partial derivatives 

that comprise [Z].

 The second shortcoming of the multiequation Newton-Raphson method is that excel-

lent initial guesses are usually required to ensure convergence. Because these are often 

difd cult to obtain, alternative approaches that are slower than Newton-Raphson but which 

have better convergence behavior have been developed. One common approach is to 

reformulate the nonlinear system as a single function

F(x) 5 a
n

i51

[
  
fi(x1, x2, p , xn) ]2 (9.36)

where fi(xl, x2, . . . , xn) is the ith member of the original system of Eq. (9.31). The 

values of x that minimize this function also represent the solution of the nonlinear system. 

As we will see in Chap. 17, this reformulation belongs to a class of problems called 

nonlinear regression. As such, it can be approached with a number of optimization tech-

niques such as the ones described later in this text (Part Four and specid cally Chap. 14).

 9.7 GAUSS-JORDAN

The Gauss-Jordan method is a variation of Gauss elimination. The major difference is that 

when an unknown is eliminated in the Gauss-Jordan method, it is eliminated from all 

other equations rather than just the subsequent ones. In addition, all rows are normalized 

by dividing them by their pivot elements. Thus, the elimination step results in an identity 

matrix rather than a triangular matrix (Fig. 9.9). Consequently, it is not necessary to em-

ploy back substitution to obtain the solution. The method is best illustrated by an example.

 EXAMPLE 9.12 Gauss-Jordan Method

Problem Statement. Use the Gauss-Jordan technique to solve the same system as in 

Example 9.5:

3x1 2 0.1x2 2 0.2x3 5 7.85

0.1x1 1 7x2 2 0.3x3 5 219.3

0.3x1 2 0.2x2 1 10x3 5 71.4

£
a11  a12  a13 b1

a21  a22  a23 b2

a31  a32  a33 b3

§

T

£
1     0     0   b(n)

1

0     1     0   b(n)
2

0     0     1   b(n)
3

§  

T

x1     5    b(n)
1

   x2     5    b(n)
2

   x3     5    b(n)
3

FIGURE 9.9
Graphical depiction of the 
Gauss-Jordan method. Compare 
with Fig. 9.3 to elucidate the 
differences between this tech-
nique and Gauss elimination. 
The superscript (n) means that 
the elements of the right-hand-
side vector have been modifi ed 
n times (for this case, n 5 3).

چاپرا) کتاب (منبع: گاوس⁃جوردن روش از تصویری توضیح :۴ .۳ شͺل

بیشتری عملیات تعداد گاوس حذفͬ به نسبت جوردن گاوس روش که کرد اثبات ͬ توان م البته
حذفͬ روش همان از معمولا لذا ͬ آورد. م بوجود بزرگتری کردن گرد خطای نتیجه در و دارد نیاز
گاوس⁃ روش خوب بسیار کاربرد ͷی اما ͬ کنیم. م استفاده خطͬ معادلات دستگاه حل برای گاوس
مثال ͷمͺب را محاسبه روش و کاربرد این ͬ باشد. م ماتریس ͷی معکوس ماتریس محاسبە ی جوردن

کنیم. محاسبه را [A] ماتریس معکوس ͬ خواهیم م کنید فرض ͬ دهیم. م نشان زیر
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A =

[
1 2
3 4

]
(۸ .۳)

روش به سپس ͬ کنیم. م ایجاد [I] واحد ماتریس و [A] ضرایب ماتریس ͷمͺب را افزوده ماتریس
عملیات این از بعد ͬ کنیم. م تبدیل واحد ماتریس به و قطری را ضرایب ماتریس گاوس⁃جوردن

ͬ شود. م تبدیل [A] معکوس ماتریس به واحد ماتریس

[
A I

]
⇒
[
1 2 1 0
3 4 0 1

]
⇒
[
1 2 1 0
0 −2 −3 1

]
⇒
[
1 2 1 0
0 1 3/2 −1/2

]
⇒
[
1 0 −2 1
0 1 3/2 −1/2

]
ͬ شود: م [A] معکوس ماتریس پس

[A]−1 =

[
−2 1
3
2 −1

2

]
(۹ .۳)

(Gauss‐Seidel) گاوس⁃سایدل روش ۳ .۳
تحت غیرخطͬ معادلات دستگاە  محاسبە ی در قبلا است، تکرار بر مبتنͬ که گاوس⁃سایدل روش با
محاسبه دیͽر مجهولات برحسب را مجهول ͷی معادله هر از شدیم. آشنا ثابت نقطە ی روش عنوان
ͬ کنیم. م پیدا آن ها برای جدیدی مقدار گام هر در مجهولات برای آغازین مقدار ͷی انتخاب با ͬ کنیم. م
ͬ دهد. م نشان را b) (قسمت ژاکوبی و a) (قسمت گاوس⁃سایدل مراحل کلͬ نمای (۵ .۳) شͺل
مقادیر از استفاده با مجهولات همه گام هر در ژاکوبی روش در ͬ شود، م دیده تصویر در که همانطور
همان در ͬ شود م محاسبه گام هر در که جدید مقادیر و ͬ شوند م محاسبه قبلͬ گام در مجهولات
روش در حالیͺه در ͬ گردد. م ذخیره بعدی گام در محاسبه برای و ͬ رود نم کار به محاسبه برای گام
محاسبە ی برای مقدار همین از گرفت جدید مقدار مجهولͬ که هنگامͬ گام هر در گاوس⁃سایدل
گاوس⁃سایدل روش سرعت ͬ شود. م استفاده داریم، قرار آن در که گامͬ همین در بعدی مجهولات

است. بیشتر ژاکوبی روش از
مانند و ͬ آید م ثابت نقطە ی برای |g′(x)| < 1 شرط از گاوس⁃سایدل روش همͽرایی شرط
شرط نامساوی، طرف دو در مقادیر کردن مرتب و مشتقات محاسبە ی از است.بعد اثبات قابل آن
ͬ شود. م نامیده قطری غالب شرط این ͬ شود. م ساده زیر شͺل به گاوس⁃سایدل روش همͽرایی
قطر روی درایە ی قدرمطلق که است همͽرا هنگامͬ گاوس⁃سایدل روش ͬ شود، م دیده که همانطور

باشد. بزرگتر خود سطر هم درایە های بقیه قدرمطلق جمع از اصلͬ
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 Convergence criteria can be developed by recalling from Sec. 6.5.1 that sufd cient 

conditions for convergence of two nonlinear equations, u(x, y) and y(x, y), are

`
0u

0x
` 1 `

0u

0y
` , 1 (11.7a)

and

` 0y
0x
` 1 ` 0y

0y
` , 1 (11.7b)

 These criteria also apply to linear equations of the sort we are solving with the 

Gauss-Seidel method. For example, in the case of two simultaneous equations, the Gauss-

Seidel algorithm [Eq. (11.5)] can be expressed as

u(x1, x2) 5
b1

a11

2
a12

a11

 x2 (11.8a)

and

y(x1, x2) 5
b2

a22

2
a21

a22

 x1 (11.8b)

The partial derivatives of these equations can be evaluated with respect to each of the 

unknowns as

0u

0x1
5 0  

0u

0x2
5 2

a12

a11

FIGURE 11.4
Graphical depiction of the difference between (a) the Gauss-Seidel and (b) the Jacobi iterative 
methods for solving simultaneous linear algebraic equations.

First Iteration

x1 5 (b1 2 a12x2 2 a13x3)ya11 x1 5 (b1 2 a12x2 2 a13x3)ya11

x2 5 (b2 2 a21x1 2 a23x3)ya22 x2 5 (b2 2 a21x1 2 a23x3)ya22

x3 5 (b3 2 a31x1 2 a32x2)ya33 x3 5 (b3 2 a31x1 2 a32x2)ya33

Second Interation

x1 5 (b1 2 a12x2 2 a13x3)ya11 x1 5 (b1 2 a12x2 2 a13x3)ya11

x2 5 (b2 2 a21x1 2 a23x3)ya22 x2 5 (b2 2 a21x1 2 a23x3)ya22

x3 5 (b3 2 a31x1 2 a32x2)ya33 x3 5 (b3 2 a31x1 2 a32x2)ya33

 (a) (b)

T

T

T

T

T

T ⎫ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎬ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎭

چاپرا) کتاب (منبع: )(b) ژاکوبی و (a) گاوس⁃سایدل تکراری روش از کلͬ نمای :۵ .۳ شͺل

|aii| >
n∑

j=1

j ̸=i

|aij| (۱۰ .۳)

گاوس⁃سایدل روش با و ͬ کنیم م استفاده نمودیم حل گاوس حذفͬ روش به که مثالͬ از انتها در
غالب شرط معادله، ͷی از مجهول هر آوردن بدست از قبل ͬ آوریم. م بدست را آن مجهول مقادیر نیز

کنیم. حاصل اطمینان روش همͽرایی از تا ͬ کنیم م ͷچ را قطری

۲ شماره: مثال

آورید. بدست اعشار رقم ۳ دقت با گاوس⁃سایدل روش با را زیر خطͬ معادلات دستگاه پاسخ

 3x1 − 0.1x2 − 0.2x3 = 7.85
0.1x1 + 7x2 − 0.3x3 = −19.3
0.3x1 − 0.2x2 + 10x3 = 71.4

⇒

 3 > 0.1 + 0.2
7 > 0.1 + 0.3
10 > 0.3 + 0.2

⇒

 x1 = 1
3 (0.1x2 + 0.2x3 + 7.85)

x2 = 1
7 (−0.1x1 + 0.3x3 − 19.3)

x3 = 1
10 (−0.3x1 + 0.2x2 + 71.4)
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import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x1,x2,x3 = 0,0,0
es = 0.0005
i = 1
print(f" \t",end='')
print(f"x1: {x1:0.3f}\t", end='')
print(f"x2: {x2:0.3f}\t", end='')
print(f"x3: {x3:0.3f}")

while True:
print(f"iteration: {i}\t",end='')
er_con = 1

x1_ = 1/3 * (0.1*x2 + 0.2*x3 + 7.85)
print(f"x1: {x1_:0.3f}\t", end='')
if not abs(x1 - x1_) < es:

er_con = 0
x1 = x1_

x2_ = 1/7 * (-0.1*x1 + 0.3*x3 - 19.3)
print(f"x2: {x2_:0.3f}\t", end='')
if not abs(x2 - x2_) < es:

er_con = 0
x2 = x2_

x3_ = 1/10 * (-0.3*x1 + 0.2*x2 + 71.4)
print(f"x3: {x3_:0.3f}")
if not abs(x3 - x3_) < es:

er_con = 0
x3 = x3_

i += 1
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if er_con == 1:
break
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۱ شماره: تمرین

آورید. بدست گاوس حذفͬ روش با را زیر خطͬ معادلات دستگاه پاسخ

 −x1 −x2 +2x3 = −5
2x1 −2x2 +2x3 = 4
2x1 −x2 +x3 = −1

۲ شماره: تمرین

آورید. بدست اعشار رقم ۲ دقت با گاوس⁃سایدل روش با را زیر خطͬ معادلات دستگاه پاسخ
است. شما انتخاب به آغازین نقطە ی مقادیر

 10x1 +2x2 −x3 = 27
x1 +x2 +5x3 = −21.5

−3x1 −6x2 +2x3 = −61.5

۳ شماره: تمرین

نماید. محاسبه را زیر ماتریس معکوس

[A] =


8 −2 −1 0 0
−2 9 −4 −1 0
−1 −3 7 −1 −2
0 −4 −2 12 −5
0 0 −7 −3 15


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۴ شماره: تمرین

همͽرا تکراري روشهاي با زیر، خطͬ معادلات دستگاه عددی حل ، r از مقداری چه بازاء
و گاوس⁃سایدل روش به را زیر خطͬ دستگاه پاسخ r = 0.125 بازاء سپس شد. خواهد

اولیە ی حدس

x1, x2, x3, x4 = 1.0, 0.8, 8, 0.00

نمایید. محاسبه اعشار رقم ۴ تقریب با

[A] =


1− 3r −r 0 0
−r 1− 4r −r 0
0 −r 1− 4r −r
0 0 −r 1− 3r

 [B] =


1
1
1
1



۵ شماره: تمرین

ضرایب ماتریس کردن معکوس از استفاده با ,F1را F2, F3, H2, V2, V3 نیروهای زیر شͺل در
نمایید. محاسبه

نقاط روی شده داده نیروهای بین معادلات از ͬ توانید م قاب، ͬͺاستاتی تعادل برای راهنمایی:
کنید. استفاده زیر روابط از قائم و افقͬ راستای در ترتیب به ۳ و ۲ و ۱
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

∑
FH = 0 = F1 cos 30

o − F3 cos 60
o∑

FV = 0 = F1 sin 30
o + F3 sin 60

o − 1000∑
FH = 0 = −F2 − F1 cos 30

o +H2∑
FV = 0 = −F1 sin 30

o + V2∑
FH = 0 = F2 + F3 cos 60

o∑
FV = 0 = −F3 sin 60o + V3



۴ فصل

منحنͬ برازش

انجام داریم. پیچیده محاسبە ی ͷی حاصل یا و آزمایش ͷی نتیجە ی عنوان به داده n ͬ کنیم م فرض
دادە های به نیاز ما حال عین در و نیست پذیر امͺان بالا هزینە ی بدلیل مجدد محاسبات و آزمایش
استنباط های و عملیات برای دادە ها این تحلیلͬ توابع شͺل به نیاز یا و داریم. آزمایش بازە ی در بیشتر

است. شده داده نشان مساله این با برخورد در مختلف رویͺرد سه (۱ .۴) شͺل در داریم. ریاضͬ

اما هستند خطا دارای موجود دادە های ͬ کنیم م فرض اول نگاه در :(Regression) رگرسیون –
از مدل پارامتر های باید تنها و است اختیار در هستند دادە ها کنندە ی توصیف که ریاضͬ مدل

۴. ۱⁃الف). ) شͺل شوند، مشخص موجود دادە های روی

دادە ها ͬ کنیم م فرض و ͬ گیریم نم نظر در خطایی دادە ها برای دوم نگاه در خطͬ: درونیابی –
) شͺل نداریم، اختیار در دادە ها برای ریاضͬ مدل ضمن در و هستند دقیق کفایت حد در

ͬ زنیم. م تقریب خط با را دادە ها بین فاصله روش، سادە ترین در حالت این در ۴. ۱⁃ب).

البته و ͬ باشند م دقیق کفایت حد در دادە ها ͬ که صورت در نهایت در چندجملە ای: درونیابی –
درنظر دادە ها برای مدل عنوان به (n − 1) درجە ی چندجملە ای ͷی نداریم، اختیار در مدلͬ
چندجملە ای در موجود دادە ها ی که ͬ کنیم م تعیین چنان را چندجملە ای ضرایب و ͬ گیریم م

۴. ۱⁃ج). ) شͺل نمایند، صدق

مربعات حداقل از استفاده با (Regression) رگرسیون ۱ .۴

اختیار در را {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)} تایی دو دادە ی n از مجموعە ای بͽیرید نظر در
است. m درجە ی چندجملە ای ͷی ͬ کند، م توصیف را دادە ها این که مدلͬ و داریم.

y = f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ amx

m (۱ .۴)

۶۹
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PT5.1.2 Curve Fitting and Engineering Practice

Your � rst exposure to curve � tting may have been to determine intermediate values from 

tabulated data—for instance, from interest tables for engineering economics or from 

steam tables for thermodynamics. Throughout the remainder of your career, you will 

have frequent occasion to estimate intermediate values from such tables.

 Although many of the widely used engineering properties have been tabulated, there 

are a great many more that are not available in this convenient form. Special cases and 

new problem contexts often require that you measure your own data and develop your 

own predictive relationships. Two types of applications are generally encountered when 

� tting experimental data: trend analysis and hypothesis testing.

 Trend analysis represents the process of using the pattern of these data to make 

predictions. For cases where these data are measured with high precision, you might 

FIGURE PT5.1
Three attempts to fi t a “best” curve through fi ve data points. (a) Least-squares regression, (b) linear 
interpolation, and (c) curvilinear interpolation.

f (x)

x
(a)

f (x)

x
(b)

f (x)

x
(c)

منحنͬ. برازش و درون یابی مختلف اشͺال :۱ .۴ شͺل

جملە ای چند ضرایب که است معنͬ این به موجود دادە های روی بر y = f(x) مذکور تابع برازش
دادە ها روی بر آنجاییͺه از اما شود. yi به منجر مدل دادە ها در xi هر بازاء که کنیم پیدا نحوی به را
لذا شوند. برابر هم با دقیقا yi شدە ی اندازە گیری دادە ی و مدل خروجͬ نداریم انتظار دارد وجود خطا
حداقل دادە ها، تمام روی بر مقدار، دو این اختلاف مربع مجموع که ͬ کنیم م پیدا نحوی به را ضرایب

مربعات). حداقل (روش شود

Sr =
n∑
i=1

(
yi − (a0 + a1xi + a2x

2
i + · · ·+ amx

m
i )
)2 (۲ .۴)

ضرایب به نسبت تابع این از باید شود، حداقل Sr تابع آنها بازاء که ضرایبی کردن پیدا برای
دارد وجود مجهول ضریب m + 1 آنجاییͺه از داد. قرار صفر مساوی را مشتق این و گرفت مشتق
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ͬ آید. م بوجود نیز معادله m+ 1 آنها به نسبت مشتق با ({a0, . . . , am})

∂Sr
∂a0

= −2
n∑
i=1

(
yi − (a0 + a1xi + a2x

2
i + · · ·+ amx

m
i )
)
= 0

∂Sr
∂a1

= −2
n∑
i=1

xi
(
yi − (a0 + a1xi + a2x

2
i + · · ·+ amx

m
i )
)
= 0

∂Sr
∂a2

= −2
n∑
i=1

x2i
(
yi − (a0 + a1xi + a2x

2
i + · · ·+ amx

m
i )
)
= 0 (۳ .۴)

...

روش های از استفاده با ͬ رسیم. م زیر خطͬ معادلات دستگاه به معادله m+1 این کردن ساده با
(۱ .۴) چندجملە ای ضریب m + 1 ͬ توانیم م (۳ (فصل: خطͬ معادلات دستگاه فصل در شده ارائه

آورد. بدست را

(n)a0 +(
∑
xi)a1 +(

∑
x2i )a2 + . . . =

∑
yi

(
∑
xi)a0 +(

∑
x2i )a1 +(

∑
x3i )a2 + . . . =

∑
xiyi

(
∑
x2i )a0 +(

∑
x3i )a1 +(

∑
x4i )a2 + . . . =

∑
x2iyi...

(۴ .۴)

ͬ تواند م خوبی به شده استفاده مدل آیا که شود بررسͬ باید مدل، ضرایب محاسبە ی از بعد
Correlation) همبستگͬ ضریب که پارامتری منظور این برای خیر. یا نماید توصیف را دادە ها

ͬ کنیم. م محاسبه را ͬ شود م داده زیر رابطە ی با و ͬ شود م نامیده (Coefficient

r2 =
St − Sr
St

(۵ .۴)

St و ͬ شود م داده (۲ .۴) رابطە ی با که است دادە ها و مدل اختلاف مربع مجموع Sr آن در که
ͬ باشد: م ȳ آن ها میانگین از yi دادە ها وابستە ی متغیر اختلاف مربع مجموع

St =
n∑
i=1

(yi − ȳ)2 (۶ .۴)

قادر مدل که است معنͬ این به 0 عدد کند. تغییر 1 تا 0 از ͬ تواند م r2 همبستگͬ ضریب مقدار
بطور ͬ باشد. م دادە ها توصیف برای مناسب مدل ͷی معرف 1 مقدار و نیست دادە ها توصیف به
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 However, suppose that the slope were 0.85 and the intercept were 2. Obviously this 

would make the conclusion that the slope and intercept were 1 and 0 open to debate. 

Clearly, rather than relying on a subjective judgment, it would be preferable to base such 

a conclusion on a quantitative criterion.

 This can be done by computing con� dence intervals for the model parameters in the 

same way that we developed con� dence intervals for the mean in Sec. PT5.2.3. We will 

return to this topic at the end of this chapter.

17.1.5 Linearization of Nonlinear Relationships

Linear regression provides a powerful technique for � tting a best line to data. However, 

it is predicated on the fact that the relationship between the dependent and independent 

variables is linear. This is not always the case, and the � rst step in any regression 

analysis should be to plot and visually inspect the data to ascertain whether a linear 

model applies. For example, Fig. 17.8 shows some data that is obviously curvilinear. In 

some cases, techniques such as polynomial regression, which is described in Sec. 17.2, 

are appropriate. For others, transformations can be used to express the data in a form 

that is compatible with linear regression.

FIGURE 17.8
(a) Data that are ill-suited for linear least-squares regression. (b) Indication that a parabola is 
 preferable.

y

x

(a)

y

x

(b)

دادە  ها. توصیف برای (سهمͬ) مناسب و (خطͬ) نامناسب مدل دو برازش :۲ .۴ شͺل

سهمͬ) و (خطͬ متفاوت مدل دو از (۲ .۴) شͺل در شده داده نشان دادە های توصیف برای مثال
پس ͬ باشد. نم دادە ها توصیف به قادر خطͬ مدل ͬ شود م دیده که همانطور است. شده استفاده

است. ͷنزدی صفر به و کوچͺتر بسیار سهمͬ مدل از آن r2 همبستگͬ ضریب

۱ شماره: مثال

این و (n = 6) اندازە گیری y وابستە ی و x مستقل مقدار ۶ آزمایش ͷی در کنید فرض
متغیر های بین رابطە ی و مدل ͬ دانیم م همچنین است. شده آورده زیر جدول در اندازە گیری ها
جملە ای چند این ضرایب است. (۲ درجه (چندجملە ای سهمͬ آزمایش این در وابسته و مستقل

آورید. بدست را ۲ درجه

5 4 3 2 1 0 xi
61.1 40.9 27.2 13.6 7.7 2.1 yi

اختلاف مربع باید شد داده توضیح متن در که همانطور ضرایب، آوردن بدست برای پاسخ:
مورد و مختلف توانهای را زیر جدول (۴ .۴) معادلات به توجه با که شود حداقل داده، و مدل
دستگاه ستون ها جمع از استفادە  با و ͬ دهیم م تشͺیل y وابستە ی و x مستقل متغیر های نیاز

ͬ کنیم: م ایجاد را نظر مورد مجهول سه و معادله سه
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ͬ آوریم. م بدست را a2 و a1, a0 ضرایب دستگاه این حل با نهایت در

y = a0 + a1x+ a2x
2 = 2.47857 + 2.35929x+ 1.86071x2

474 LEAST-SQUARES REGRESSION

Therefore, the simultaneous linear equations are

£ 6 15 55

15 55 225

55 225 979

§ • a0

a1

a2

¶ 5 • 152.6

585.6

2488.8

¶
Solving these equations through a technique such as Gauss elimination gives a0 5 2.47857, 

a1 5 2.35929, and a2 5 1.86071. Therefore, the least-squares quadratic equation for this case is

y 5 2.47857 1 2.35929x 1 1.86071x2

The standard error of the estimate based on the regression polynomial is [Eq. (17.20)]

syyx 5 A
3.74657

6 2 3
5 1.12

TABLE 17.4 Computations for an error analysis of the quadratic least-squares fi t.

 xi yi (yi 2 y )2 (yi 2 a0 2 a1xi 2 a2xi
2)2

 0 2.1 544.44 0.14332
 1 7.7 314.47 1.00286
 2 13.6 140.03 1.08158
 3 27.2 3.12 0.80491
 4 40.9 239.22 0.61951
 5 61.1 1272.11 0.09439

 S 152.6 2513.39 3.74657

FIGURE 17.11
Fit of a second-order polynomial.
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ͬ کنیم. م محاسبه را r2 مقدار آمده بدست منحنͬ برازش کیفیت از اطمینان برای
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r2 =
2513.39− 3.74657

2513.39
= 0.99851
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این و است ͷنزدی ۱ عدد به بسیار برازش برای r2 همبستگͬ ضریب ͬ شود م دیده که همانطور
ͬ کند. م توصیف را دادە ها بخوبی مدل که ͬ دهد م نشان

معادلات و هستند خطͬ و 1 توان از آن ها ضرایب باشند، که mی توان هر از چندجملە ای  مدل های
همە ی اما ͬ شوند. م خطͬ معادلات دستگاە های حل به منجر ضرایب آوردن بدست برای رفته بͺار
توصیف غیرخطͬ و پیچیدە تر مدل های با باید و نیستند چندجملە ای مدل های با توصیف قابل داده
بدست برای که بود. خواهند  ͬ غیرخط نیز مدل ها این پارامتر های کلͬ حالت در و شوند. بیان و
دادە های اگر مثال بطور کرد. استفاده غیرخطͬ معادلات دستگاە  حل روش های از باید آن ها آوردن
دادن قرار صفر مساوی شوند، بیان y = a exp(bx) مدل با و باشند داشته نمایی رفتار آزمایش ͷی
از بعضͬ تبدیل هایی با ͬ توان م اما ͬ شود. م غیرخطͬ دستگاه به منجر b و a به نسبت Sr مشتقات
بطور نمود. تبدیل Y = A + BX شͺل به را مدل y و x تبدیل با و نمود خطͬ را معادلات این

ͬ دهد. م نشان را ͬ باشند م شدن خطͬ قابل که مدل هایی از نوع سه (۳ .۴) شͺل مثال
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 One example is the exponential model

y 5 a1e
b1x (17.12)

where a1 and b1 are constants. This model is used in many � elds of engineering to 

characterize quantities that increase (positive b1) or decrease (negative b1) at a rate that 

is directly proportional to their own magnitude. For example, population growth or ra-

dioactive decay can exhibit such behavior. As depicted in Fig. 17.9a, the equation rep-

resents a nonlinear relationship (for b1 ? 0) between y and x.

 Another example of a nonlinear model is the simple power equation

y 5 a2xb2 (17.13)

FIGURE 17.9
(a) The exponential equation, (b) the power equation, and (c) the saturation-growth-rate 
equation. Parts (d ), (e), and (f ) are linearized versions of these equations that result 
from simple transformations.
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وابسته. و مستقل متغیر های تبدیل از استفاده با غیرخطͬ مدل های ͬ سازی خط :۳ .۴ شͺل

نشان را (۳ .۴) شͺل در غیرخطͬ مدل سه کردن خطͬ برای نیاز مورد تبدیل های (۷ .۴) معادلات
اشباع مدل در و گرفتن لͽاریتم با توانͬ و نمایی مدل های برای ͬ شود م دیده که همانطور ͬ دهد. م

ͬ شوند. م خطͬ مدل ها کردن، معکوس با رشد نرخ
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Exponential: y = aebx → ln y = ln a+ bx
Power: y = axb → ln y = ln a+ b ln x
Saturation Growth Rate: y = a x

b+x →
1
y =

1
a + ( ba)

1
x

(۷ .۴)

۲ شماره: مثال

ͬ شود. م بیان زیر مدل با خوبی به زمان حسب بر خون جریان در دارو غلظت میزان

y = atebt

برحسب غلظت میزان و خون جریان به دارو ورود لحظە ی از ساعت برحسب زمان آن در که
(Nor− نورفلͺستین داروی غلظت آزمایش ͷی در ͬ شود. م اندازە گیری ͬ لیتر میل بر نانوگرم
شده داده زیر جدول در و اندازە گیری ساعت هر در بیمار ͷی خون جریان در fⅼuoxetine)

است.

که است  ͬ زمان مدت دارو عمر نیمه نمایید. محاسبه را بیمار خون جریان در دارو این عمر نیمه
ͬ رسد. م خون جریان در آن بیشینە ی مقدار نصف به دارو غلظت سطح تا ͬ کشد م طول

ͬ گیریم: م لͽاریتم رابطه طرف دو از ابتدا ͬ سازی خط برای پاسخ:

y = atebt → ln y = ln a+ ln t+ bt

ln y − ln t = bt+ ln a Y = ln y − ln t
X = t
a′ = ln a

→ Y = bX + a′
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(
8. 36.
36. 204.

)
.

(
b
a′

)
=

(
10.51
38.24

)
→
(
a′

b

)
=

(
2.28
−0.215

)
a = ea

′
= 9.78

ͬ آید. م بدست زیر شͺل به مدل منحنͬ پارامترها محاسبە ی از بعد

y = 9.78 t e−0.215 t

این نصف به که زمانͬ سپس و ͬ کنیم م پیدا را منحنͬ بیشینه ابتدا عمر نیمه کردن پیدا برای
ͬ آوریم. م بدست ساعت τ = 12.46 را ͬ رسد م مقدار

d

dt
(y) = 9.78e−0.215t − 2.1027e−0.215tt = 0

→
{
t = 4.65
ymax = 16.73

→ τ = 12.46 (h)
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۳ شماره: مثال

هر انتهای در که هوا مول ͷی در موجود میͺرومول برحسب دی اکسیدکربن گاز میزان زیر جدول
۲۰۱۹ سال انتهای تا ۲۰۱۷ سال  ژانویه از را است شده اندازە گیری مطالعاتͬ مرکز ͷی در ماه
در عین حال در و نوسان دارای سال طول در دی اکسید کربن میزان آنجاییͺه از ͬ دهد. م نشان
هوا در موجود دی اکسیدکربن گاز میزان زیر معادلە ی با ͬ توانیم م است، افزایش حال در کل

نمود: مدل را زمان به نسبت

y = c1 + c2t+ c3 sin(2πt)

خواهند بدست جدول دادە های روی منحنͬ برازش با که هستند ثابت هایی c1 c2 c3 آن در که
آمد.

Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec
2017 400.0 400.9 402.2 402.5 402.1 401.6 400.8 400.0 398.7 398.4 399.1 399.8
2018 400.8 401.9 403.0 403.4 403.1 402.7 401.9 401.1 400.2 399.9 399.9 400.7
2019 401.5 402.6 403.9 404.1 403.8 403.8 403.6 402.2 401.4 400.8 400.8 401.1

پاسخ:
خطͬ کاملا ضرایب به نسبت مدل ͬ کنیم. م برازش دادە ها روی بر را شده پیشنهاد مدل ابتدا
معادلات ͬ توانیم م ضرایب به نسبت گرفتن مشتق با نیست. سازی خطͬ به نیازی پس هستند،

نماییم. محاسبه را مجهول ضرایب آنها طریق از تا آوریم بوجود را لازم

y = c1+c2t+c3 sin(2πt) ⇒ S =
∑

(yi−(c1+c2ti+c3 sin(2πti)))2

∂c1S =
∑
−2(yi − (c1 + c2ti + c3 sin(2πti))) = 0

∂c2S =
∑
−2ti(yi − (c1 + c2ti + c3 sin(2πti))) = 0

∂c3S =
∑
−2 sin(2πti)(yi − (c1 + c2ti + c3 sin(2πti))) = 0

 N
∑
ti

∑
sin(2πti)∑

ti
∑
t2i

∑
ti sin(2πti)∑

sin(2πti)
∑
ti sin(2πti)

∑
sin(2πti)

2

c1c2
c3

 =

 ∑
yi∑
tiyi∑

sin(2πti)yi


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ͬ کنیم. م محاسبه را ثابت ها ماتریس و ضرایب ماتریس درایە های دادە ها از استفاده با



N = 36∑
ti = 55.50∑
sin(2πti) = 0.00∑
t2i = 112.54∑
ti sin(2πti) = −5.60∑
sin(2πti)

2 = 18.00∑
yi = 14850.3∑
tiyi = 22942.55∑
sin(2πti)yi = 6.90

⇒

36.00 55.50 0.00
55.50 112.54 −5.60
0.00 −5.60 18.00

c1c2
c3

 =

14850.3022942.55
6.90



آوریم: بدست را مجهول ضرایب ͬ توانیم م معادلات حل با نهایت در و

⇒

c1c2
c3

 =

409.422.00
1.01


دهیم. برازش دادە ها روی بر خط ͷی کافیست CO2 افزایش نرخ محاسبە ی برای ادامه در


N = 36∑
ti = 55.50∑
t2i = 112.54∑
yi = 14850.3∑
tiyi = 22942.55

⇒
[
36.00 55.50
55.50 112.54

] [
c1
c2

]
=

[
14850.30
22942.55

]

⇒
[
c1
c2

]
=

[
409.42
2.00

]
برازش در عملا ͬ شود، م صفر آن تناوب دوره از مضربی هر در sin تابع میانگین آنجاییͺه از
خط این شیب CO2 افزایش نرخ ͬ آید. م بدست مدل خطͬ قسمت همان دادە ها روی خط

است. شده برازش

∆CO2

∆t
= 2.00 (µmole/mole/year)



۷۹ مربعات حداقل از استفاده با (REGRESSION) رگرسیون .۱ .۴



منحنͬ برازش .۴ فصل ۸۰

(Interpolation) درونیابی ۲ .۴

در است. تحلیلͬ تابع ͷی طریق از دادە ها بیان ما هدف شد، آورده فصل این ابتدای در که همانطور
را مدل مجهول پارامت های دادە های روی از و ͬ دانستیم م را (مدل) تابع این کلͬ شͺل قبل بخش
چندجملە ای ͷی از لذا نیست، شده شناخته ما برای مدل ͬ کنیم م فرض بخش این در و نمودیم. محاسبه
کردن صرفنظر قابل دادە ها خطای که است این بر ما فرض ضمن در و ͬ کنیم. م استفاده مدل بجای
در دادە ها تمام لذا ͬ باشد. م ما مساله کفایت حد در دادە ها جمع آوری در شده استفاده دقت و است
مدل عنوان به که جملە ای چند درجه ͬ کند. م عبور دادە ها نقاط از مدل منحنͬ و ͬ کنند م صدق مدل
شͺل در نماییم. درگیر درون یابی در داریم تصمیم که دارد نقاطͬ تعداد به بستگͬ کردە ایم انتخاب
که همانطور است. شده داده نشان نقطه ۴ و ۳ و ۲ از استفاده با منحنͬ درونیابی مثال بطور ( ؟؟ )
همین به و ۲ درجه منحنͬ ͷی نقطه ۳ از نیز و داد عبور ͬ توان م خط ͷی فقط نقطه ۲ از ͬ شود م دیده

ͬ کند. م عبور n− 1 درجە ی منحنͬ ͷی نقطه n از نحو
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Interpolation

You will frequently have occasion to estimate intermediate values between precise data 

points. The most common method used for this purpose is polynomial interpolation. 

Recall that the general formula for an nth-order polynomial is

f(x) 5 a0 1 a1x 1 a2x
2

1 p 1 anx
n (18.1)

For n 1 1 data points, there is one and only one polynomial of order n that passes 

through all the points. For example, there is only one straight line (that is, a � rst-order 

polynomial) that connects two points (Fig. 18.1a). Similarly, only one parabola connects 

a set of three points (Fig. 18.lb). Polynomial interpolation consists of determining the 

unique nth-order polynomial that � ts n 1 1 data points. This polynomial then provides 

a formula to compute intermediate values.

 Although there is one and only one nth-order polynomial that � ts n 1 1 points, there 

are a variety of mathematical formats in which this polynomial can be expressed. In this 

chapter, we will describe two alternatives that are well-suited for computer implementa-

tion: the Newton and the Lagrange polynomials.

FIGURE 18.1
Examples of interpolating polynomials: (a) fi rst-order (linear) connecting two points, (b) second-
order (quadratic or parabolic) connecting three points, and (c) third-order (cubic) connecting 
four points.

(a) (b) (c)

نقطه ۴ و ۳ و ۲ از استفاده با درون یابی :۴ .۴ شͺل

ͬ کنیم. م استفاده لاگرانژ و نیوتن روش دو از بخش این در جملە ای چند ضرایب محاسبە ی برای

نیوتن تقسیم شدە ی تفاضلات روش ۱ .۲ .۴

شͺل به نیز را چندجملە ای این و ͬ زنیم م تقریب n درجە ی جملە ای چند با را f(x) تابع روش این در
ͬ کنیم. م بازنویسͬ (۸ .۴) معادلە ی

f(x) ≈ Pn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) +
· · ·+ an(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1) (۸ .۴)

نتایج از {(x0, y0 = f(x0)), (x1, y1 = f(x1)), . . . , (xn, yn = f(xn))} نقاط آن در که
x0 نقطە ی در چندجملە ای این جملات تمام ͬ شوند. م فرض دانسته دقیقتر محاسبە ی و آزمایش ͷی

ͬ ماند. م باقͬ a0 ضریب فقط و شد خواهند صفر
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a0 = f(x0)

سادگͬ به و است مجهول a1 فقط هم آن در که ͬ ماند م باقͬ اول جملە ی دو فقط x1 نقطە ی در و
ͬ باشد. م محاسبه قابل

f(x1) = a0 + a1(x1 − x0) → a1 =
f(x1)− a0
(x1 − x0)

=
f(x1)− f(x0)
(x1 − x0)

نیاز دوم نقطە ی به a1 محاسبە ی برای و نقطه ͷی به a0 محاسبە ی برای ͬ شود م دیده که همانطور
عملیات ͷی با که داریم نیاز نقطه n + 1 تعداد به an ضریب محاسبە ی برای ترتیب این به و داریم

ͬ شوند. م محاسبه مذکور ضرایب نقاط، این در تابع مقادیر و نقاط این روی جبری

a0 = f [x0]

a1 = f [x1, x0]
...

an = f [xn, . . . , x0]

ͬ نامیم. م (FiniteDividedDifference ) محدود تقسیم شدە ی تفاضلات را f [. . . عملͽر های[
ͬ کنیم: م تعریف زیر شͺل به را عملͽر ها این و

a0 = f [x0] = f(x0)

a1 = f [x1, x0] =
f [x1]− f [x0]
x1 − x0

a2 = f [x2, x1, x0] =
f [x2, x1]− f [x1, x0]

x2 − x0
...

an = f [xn, xn−1, . . . , x0] =
f [xn, . . . , x1]− f [xn−1, . . . , x0]

xn − x0

(۹ .۴)

چندجملە ای ضرایب کردن پیدا عملیات ، عملͽر این از استفاده با ͬ شود، م دیدە  که همانطور
نوشت: زیر شͺل به ͬ توان م را چندجملە ای و ͬ شود. م خلاصه سادە ای و کلͬ شͺل به (۸ .۴)

f(x) ≈ Pn(x) = f [x0] + f [x1, x0](x− x0) + f [x2, x1, x0](x− x0)(x− x1) +
· · ·+ f [xn, xn−1, . . . , x0](x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)(۱۰ .۴)
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شده داده نشان ۳ مرتبە ی تا عملͽر ها محاسبە ی ترتیب (۵ .۴) شͺل در شده داده نشان جدول در
496است. INTERPOLATION

 These differences can be used to evaluate the coef� cients in Eqs. (18.8) through 

(18.11), which can then be substituted into Eq. (18.7) to yield the interpolating 

polynomial

 fn(x) 5 f(x0) 1 (x 2 x0)
 
f [x1, x0] 1 (x 2 x0) (x 2 x1)

 
f [x2, x1, x0]

          1 p 1 (x 2 x0) (x 2 x1) 
p

 (x 2 xn21)
 
f [xn, xn21, p , x0] (18.15)

which is called Newton’s divided-difference interpolating polynomial. It should be noted 

that it is not necessary that the data points used in Eq. (18.15) be equally spaced or that 

the abscissa values necessarily be in ascending order, as illustrated in the following 

 example. Also, notice how Eqs. (18.12) through (18.14) are recursive—that is, higher-

order differences are computed by taking differences of lower-order differences (Fig. 18.5). 

This property will be exploited when we develop an ef� cient computer program in 

Sec. 18.1.5 to implement the method.

 EXAMPLE 18.3 Newton’s Divided-Difference Interpolating Polynomials

Problem Statement. In Example 18.2, data points at x0 5 1, x1 5 4, and x2 5 6 were 

used to estimate ln 2 with a parabola. Now, adding a fourth point [x3 5 5; f(x3) 5 1.609438], 

estimate ln 2 with a third-order Newton’s interpolating polynomial.

Solution. The third-order polynomial, Eq. (18.7) with n 5 3, is

f3(x) 5 b0 1 b1(x 2 x0) 1 b2(x 2 x0) (x 2 x1) 1 b3(x 2 x0) (x 2 x1) (x 2 x2)

The � rst divided differences for the problem are [Eq. (18.12)]

f [x1, x0] 5
1.386294 2 0

4 2 1
5 0.4620981

f [x2, x1] 5
1.791759 2 1.386294

6 2 4
5 0.2027326

f [x3, x2] 5
1.609438 2 1.791759

5 2 6
5 0.1823216

FIGURE 18.5
Graphical depiction of the recursive nature of fi nite divided differences.

i xi f(xi) First Second Third

0 x0 f(x0) f [x1, x0] f [x2, x1, x0] f [x3, x2, x1, x0]
1 x1 f(x1) f [x2, x1] f [x3, x2, x1]
2 x2 f(x2) f [x3, x2]
3 x3 f(x3)

شده داده نشان پایین تر مرتبە ی عملͽرهای به عملͽر هر وابستگͬ نحوە ی جدول این در :۵ .۴ شͺل
است.

۴ شماره: مثال

سه درجە ی چندجملە ای ͷی با را ln تابع {x0, x1, x2, x3} = {1, 4, 6, نقاط{5 از استفاده با
محاسبه آمده، بدست چندجملە ای ͷمͺب را ln 2 = 0.693147 تقریبی مقدار و بزنید تقریب

نمایید.

پاسخ:



۸۳ (INTERPOLATION) درونیابی .۲ .۴

ضرایب آخر ستون چهار اول ردیف نهایت در و ایجاد را بالا جدول (۵ .۴) شͺل از استفاده با
داده نشان ln 2 تقریبی و واقعͬ مقدار زیر شͺل در ͬ کند. م مشخص را ۳ درجە ی چندجملە ای

است. NEWTON’S DIVIDED-DIFFERENCE INTERPOLATING POLYNOMIALS 497 18.1 شده

The second divided differences are [Eq. (18.13)]

f [x2, x1, x0] 5
0.2027326 2 0.4620981

6 2 1
5 20.05187311

f [x3, x2, x1] 5
0.1823216 2 0.2027326

5 2 4
5 20.02041100

The third divided difference is [Eq. (18.14) with n 5 3]

f [x3, x2, x1, x0] 5
20.02041100 2 (20.05187311)

5 2 1
5 0.007865529

The results for f [x1, x0], f [x2, x1, x0], and f [x3, x2, x1, x0] represent the coef� cients b1, b2, 

and b3, respectively, of Eq. (18.7). Along with b0 5 f(x0) 5 0.0, Eq. (18.7) is

f3(x) 5 0 1 0.4620981(x 2 1) 2 0.05187311(x 2 1) (x 2 4)

         1 0.007865529(x 2 1)(x 2 4) (x 2 6)

which can be used to evaluate f3(2) 5 0.6287686, which represents a relative error of 

t 5 9.3%. The complete cubic polynomial is shown in Fig. 18.6.

f (x)

f (x) = ln x

f3(x)

True
value

Cubic
estimate

x50

2

0

1

FIGURE 18.6
The use of cubic interpolation to estimate ln 2.

18.1.4 Errors of Newton’s Interpolating Polynomials

Notice that the structure of Eq. (18.15) is similar to the Taylor series expansion in the 

sense that terms are added sequentially to capture the higher-order behavior of the 

 underlying function. These terms are � nite divided differences and, thus, represent 

ͬ بریم پی م رابطه این با تیلور بسط مقایسە ی با است. تیلور بسط به شبیه (۱۰ .۴) رابطە ی ساختار
f [xn−1, xn−2, . . . , x0]نقطە ایn عملͽر ترتیب همین به و اول مرتبە ی مشتق مانند f [x1, x0]نقطە ای دو عملͽر که
برشͬ خطای دیدە ایم، قبلا که همانطور ͬ کنند. م عمل تیلور بسط در f(x) تابع مرتبە یnام مشتق مانند

ͬ آید. م بدست زیر رابطە ی از nام مرتبە ی تیلور بسط

Rn =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(xi+1 − xi)n+1

خطای برای آن تناظر به است. xi+1 و xi نقاط بین نقطە ای ξ آن در و nام + 1 درجە ی از که
بنویسیم: را زیر رابطە ی ͬ توانیم م درجە ی nام از دورنیابی

Rn =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)

است. زیر رابطە ی خطا این برای جایͽزین فرمول است. دادە ها بین در نقطە ای ξ آن در که

Rn = f [x, xn, xn−1, . . . , x0](x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)

مقدار آن در و است محدود تقسیم شدە ی تفاضلات n+1ام عملͽر f [x, xn, . . . , x0] آن در که
اگر اما کرد. محاسبه را درونیابی خطای طریق این از ͬ توان نم دلیل این به و است نامشخص f(x)
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درونیابی خطای بالای حد ͬ توان م ،f(xn+1) مثال بطور باشد دسترس در دادە ها از بیشتر نقطە ی ͷی
زد. تخمین زیر رابطە ی با را n درجە ی از

Rn ≈ f [xn+1, xn, xn−1, . . . , x0](x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)
= Pn+1(x)− Pn(x) (۱۱ .۴)

تحلیلͬ توابع زبان به موجود دادە ی بیان شد، بیان فصل ابتدای در که درونیابی اهداف از ͬͺی
نقاط فاصلە ی اگر منظور این به باشیم. دادە ها ریاضͬ استنباط و تفسیر  به قادر آنها طریق از تا است

یعنͬ باشد یͺسان دادە ها در

x1 − x0 = x2 − x1 = · · · = h

عملͽرهای ابتدا راستا این در نوشت. سادە تری شͺل به ͬ توان م را تقسیم شده تفاضلات روابطە 
ͬ کنیم. م تعریف زیر روابط با را (Forward Differences) پیشرو تفاضلات

∆0f0 = f(x0) = f0
∆1f0 = ∆0f1 −∆0f0 = f1 − f0
∆2f0 = ∆1f1 −∆1f0 = f2 − 2f1 − f0

...

∆nf0 = ∆n−1f1 −∆n−1f0 = fn −
(
n
1

)
fn−1 +

(
n
2

)
fn−2 + · · ·+ (−1)nf0

(۱۲ .۴)

تعریف زیر روابط با را (Backward Differences) پسرو تفاضلات عملͽرهای همچنین و
ͬ کنیم. م

∇0fn = f(xn) = fn
∇1fn = ∇0fn −∇0fn−1

...
∇nfn = ∇n−1fn −∇n−1fn−1

(۱۳ .۴)

شبیه بسیار که زیر شͺل به ͬ توانیم م را تقسیم شده تفاضلات جدید، عملͽر دو این از استفاده با
نماییم. ساده است nام مرتبە ی مشتق تعریف به

f [xn, xn−1, . . . , x0] =
∆nf0
n!hn

f [xn, xn−1, . . . , xn−k] =
∇kfn
k!hk

(۱۴ .۴)
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متغیر تغییر با ͬ توانیم م ͬ باشند، م یͺسان هم با دادە ها نقاط فواصل چون نهایت در و

s =
x− x0
h

→ (x− x1) = h(s− 1)

نماییم. ساده پیشرو تفاضلات برحسب زیر شͺل به را n درجە ی چندجملە ای

Pn(s) = ∆0f0 + s∆1f0 + s(s− 1)
∆2f0
2!

+ · · ·+ s(s− 1) . . . (s− (n− 1))
∆nf0
n!
(۱۵ .۴)

متغیر تغییر با همچنین و

s =
x− x4
h

→ (x− x3) = h(s+ 1)

نماییم. ساده زیر شͺل به پسرو تفاضلات برحسب را مذکور چندجملە ای

Pn(s) = ∇0f4 + s∇1fn + s(s+ 1)
∇2fn
2!

+ · · ·+ s(s+ 1) . . . (s+ (n− 1))
∇nfn
n!
(۱۶ .۴)

۵ شماره: مثال

:x ∈ [0, 2π] بازە ی در ۴ درجە ی چندجملە ای از استفاده با y = x cos x تابع درونیابی

پاسخ:

# %% NEWTON FORWARD DIFFERENCE METHOD
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def f(x):
return x*np.cos(x)

def fac(m):
f = 1
for i in range(1,m+1):

f *= i
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return f

x0,x1 = 0,2*np.pi
n = 5
h = (x1-x0)/(n-1)
x = np.linspace(x0,x1,n)

F = []

f0 = [fi for fi in f(x)]
F.append(f0)

for _ in range(n-1):
f0 = F[-1]
f1 = [f0[i+1]-f0[i] for i in range(len(f0)-1)]
F.append(f1)

for i in range(len(F)):
for j in range(len(F[i])):

print(f" {F[i][j]:.2f} ",end='')
print("")

y = ""
for i in range(len(F)):

tmp = f"+({F[i][0]:.2f}/fac({i}))"
y += tmp
for j in range(i):

tmp = f"*(s - {j})"
y += tmp

print(f"P{n-1} = {y}")

xx = np.linspace(x0,x1,100)

s = (xx - x0)/h
P = eval(y)



۸۷ (INTERPOLATION) درونیابی .۲ .۴

plt.plot(x,f(x),"or",label="Data Points")
plt.plot(xx,f(xx),"--b",label="Real Model")
plt.plot(xx,P,"-g",label="Newton Forward Difference")
plt.legend()
plt.show()

شد: خواهد زیر شͺل به بنویسیم را چندجملە ای x برحسب s بجای مجدد اگر و

p4(x) = (0.000) + (0.000)(x− 0) + (−0.637)(x− 0)(x− 1.57)

+(0.405)(x− 0)(x− 1.57)(x− 3.14)

+(−0.086)(x− 0)(x− 1.57)(x− 3.14)(x− 4.71)
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۶ شماره: مثال

که ۳ درجه چندجملە ای مدل ͷی نیوتن، پسرونده و پیشرونده تفاضلات روش از استفاده با
آورید. بدست کند توصیف را زیر جدول دادە های

X Y
0.50 0.00
1.00 0.11
1.50 1.42
2.00 7.11

پاسخ:

X Y

0.50 0.00 ∆0f(x0) = 0.00
∆1f(x0) = 0.11

1.00 0.11 0.11 ∆2f(x0) = 1.2
1.31 ∆3f(x0) = 3.18

1.50 1.42 1.42 4.38
5.69

2.00 7.11 7.11

P3(s) = (∆0f0) + (∆1f0)s+ (∆2f0)
1

2
s(s− 1) + (∆3f0)

1

6
s(s− 1)(s− 2)

= 0.11s+ 0.6s(s− 1) + 0.53s(s− 1)(s− 2)

است. s = (x− x0)/(x1 − x0) = 2(x− 0.5) آن در که
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لاگرانژ روش ۲ .۲ .۴

چندجملە ای عبارتͬ به با خط ͷی فقط نقطه ۲ از ͬ شود م داده نشان (۴. ۴⁃الف) شͺل در که همانطور
هر معادلە ی دیͽر عبارت به دهیم. عبور دیͽری خط نقطه ۲ این از ͬ توانیم نم و ͬ کند م عبور ۱ درجە ی
همین به شد. خواهد تبدیل اول معادله به کردن ساده از بعد کند، صدق آنها در نقطه ۲ این که خطͬ
الͽوریتم های و روش ها با اگر و ͬ کند م عبور n − 1 درجە ی جملە ای چند ͷی تنها نقطه n از منوال
این تمامͬ که آوریم بدست ͬ باشند، م n − 1 درجە ی از همه که مختلفͬ چندجملە ای های مختلف
تبدیل یͺسان n− 1 درجە ی چندجملە ای ͷی به همه کردن ساده با نهایت در ͬ کنند، م عبور نقطه n
روشͬ چه از که ͬ کند نم تفاوتͬ پس شد. خواهد یͺسان چندجملە ای ها متناظر ضرایب تمام و ͬ شوند م
آن کاربرد و آموزشͬ جنبە های دلیل به بخش، این در لیͺن آوریم. بدست را درونیاب چندجملە ای های
چندجملە ای های آوردن بدست برای لاگرانژ روش با عددی، انتگرالͽیری همچون دیͽر بخش های در
درونیاب چندجملە ای تشͺیل برای لاگرانژ روش اختصار به (۱۷ .۴) روابط ͬ شویم. م آشنا درونیاب
ͬ دهند. م نشان را ͬ کند م عبور {(x0, f(x0)), . . . , (xn, f(xn))} نقطە ی n + 1 از که n درجە ی
با را ͬ باشند م n درجه از چندجملە ای تمامͬ که Li لاگرانژ تابع n + 1 ͬ شود، م دیده که همانطور
آوریم. بدست f(x) تابع تقریب برای را Pn(x) چندجملە ای تا ͬ کنیم م جمع هم با f(xi) ضرایب
حاصلضرب از است، شده دادە  نشان L1 آن 1ام تابع (۱۷ .۴) روابط در مثال بطور که لاگرانژ توابع

ͬ شوند. م تشͺیل کسر n
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f(x) ∼= Pn(x) =
n∑
i=0

f(xi)Li(x) = f(x0)L0(x) + · · ·+ f(xn)Ln(x)

Li(x) =
n∏
j=0
j ̸=i

x− xj
xi − xj

e.g. L1(x) =
(x− x0)(x− x2) . . . (x− xn)

(x1 − x0)(x1 − x2) . . . (x1 − xn)
(۱۷ .۴)

نقطە ی ͷی از تنها ͷی هر و ͬ باشند م n درجە ی از چندجملە ای همه و n+1 لاگرانژ توابع تعداد
نقطه ۳ به که f(x) تابع ۲ درجە ی تقریب برای (۶ .۴) شͺل در مثال بطور ͬ کند. م عبور داده n+ 1

ͬ باشند م ۲ درجە ی از ͷی هر نیز و ͬ کنند م عبور نقاط از ͬͺی از ͷی هر که لاگرانژ تابع ۳ است، نیاز
L0 تابع ͬ کند. م قطع را x محور نیز نقطه ۲ در تابع هر که کرد دقت باید ͬ دهد. م نشان را (سهمͬ)
L1 تابع منوال همین به ͬ کند. م قطع را x محور {x1, x2} نقاط در و f(x) تابع x = x0 نقطە ی در
کلͬ حالت در ͬ توانیم م پس ͬ کند. م قطع را x محور {x0, x2} نقاط در و f(x) تابع x1 نقطە ی در

که: ببینیم

Li(xj) =

{
1 if i = j
0 if i ̸= j

(۱۸ .۴)

۷ شماره: مثال

:x ∈ [0, 2π] بازە ی در ۴ درجە ی چندجملە ای از استفاده با y = x cos x تابع درونیابی

پاسخ:

# %% LAGRANGE METHOD FOR INTERPOLATION
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def f(x):
return x*np.cos(x)

x0,x1 = 0,2*np.pi
n = 5
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 Box 18.1  Derivation of the Lagrange Form Directly from Newton’s Interpolating 
Polynomial

The Lagrange interpolating polynomial can be derived directly 

from Newton’s formulation. We will do this for the � rst-order case 

only [Eq. (18.2)]. To derive the Lagrange form, we reformulate the 

divided differences. For example, the � rst divided difference,

f [x1, x0] 5
f (x1) 2 f (x0)

x1 2 x0

 (B18.1.1)

can be reformulated as

f [x1, x0] 5
f (x1)

x1 2 x0

1
f (x0)

x0 2 x1

 (B18.1.2)

which is referred to as the symmetric form. Substituting Eq. 

(B18.1.2) into Eq. (18.2) yields

f1(x) 5 f (x0) 1
x 2 x0

x1 2 x0

  f (x1) 1
x 2 x0

x0 2 x1

  f (x0)

Finally, grouping similar terms and simplifying yields the La-

grange form,

f1(x) 5
x 2 x1

x0 2 x1

  f (x0) 1
x 2 x0

x1 2 x0

  f (x1)

FIGURE 18.10
A visual depiction of the rationale behind the Lagrange polynomial. This fi gure shows 
a second-order case. Each of the three terms in Eq. (18.23) passes through one of the data 
points and is zero at the other two. The summation of the three terms must, therefore, be the 
unique second-order polynomial f2(x) that passes exactly through the three points.

Summation
of three
terms = f2(x)
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.f(x) تابع ۲ درجە ی تقریب ͷی برای سوم و دوم اول، لاگرانژ تابع :۶ .۴ شͺل

h = (x1-x0)/(n-1)
x = np.linspace(x0,x1,n)

L = ""
for j in range(n):

tmp = f"f(x[{j}])"
for i in range(n):

if i != j:
tmp += f"*(xx - x[{i}])/(x[{j}] - x[{i}])"

L += "+" + tmp

xx = np.linspace(x0,x1,100)

print(L)
P = eval(L)

plt.plot(x,f(x),"or",label="Data Points")
plt.plot(xx,f(xx),"--b",label="Real Model")
plt.plot(xx,P,"-g",label="Lagrange Interpolation")
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plt.legend()
plt.show()

۴ درجه منحنͬ دقیقا لاگرانژ روش از آمده بدست ۴ درجه منحنͬ ͬ شود م دیده که همانطور
آوردیم. بدست (۵) قبل مثال در نیوتن پیشرونده تفاضلات روش از که است
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۱ شماره: تمرین

اندازە گیری ساعت 10 طͬ بیمار ͷی خون جریان در خاصͬ داروی غلظت میزان کنید فرض
خون جریان در دارو غلظت میزان بیمار درمان برای است. شده آورده زیر جدول در و ͬ شود م
سطح کنندە ی توصیف مدل اگر باشد. بیشتر 17(ng/ml) از و کمتر 4(ng/ml) از بیمارنباید
چند هر بیمار کنید مشخص شود، داده y = a t eb t رابطە ی با زمان طول در دارو غلظت
سطح این در بیمار خون جریان در دارو غلظت تا کند استفاده دارو از باید بار ͷی ساعت
استفاده نیوتن⁃رافسن روش از جبری معادله حل به نیاز صورت در ͬ ماند. م باقͬ مطلوب

نمایید.

۲ شماره: تمرین

۲۰۱۶ و ۲۰۱۵ سال های در را شمال قطب در یخ گسترە ی سطح اقلیمͬ تحقیقاتͬ مرکز ͷی
کرده گزارش ( 106km2 ) مربع کیلومتر میلیون حسب بر زیر جدول در و اندازە گیری ماه هر

است.
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مدل از شمال قطب در یخ سطح گسترە ی مقدار اگر

y = c1 + c2t+ c3 sin 2πt+ c4 cos 2πt

حسب بر y یخ سطح و ۲۰۱۵ ژانویه ابتدای از سال حسب بر t زمان آن در که کند پیروی
سالیانە ی متوسط کاهش نرخ آورید. بدست را مدل پارامتر های ͬ شود، م سنجیده (106km2)
از خط ͷی کافیست متوسط، نرخ محاسبە ی برای آورید. بدست را شمال قطب یخ های سطح

است. تغییرات متوسط نرخ معرف خط این شیب دهید. برازش دادە ها

۳ شماره: تمرین

نیوتن درونیاب چندجملە ای روش از را f(2.8) مقدار زیر دادە های جدول از استفاده با − الف
محاسبە ی که کنید انتخاب نحوی به را درونیابی استفادە ی مورد نقاط آورید. بدست ۳ تا ۱ مرتبه

باشد. داشته را ممͺن دقت بیشترین شما

نمایید دقت مجددا و نمایید حل ۳ تا ۱ مرتبە ی لاگرانژ روش با را قبل قسمت مسالە ی − ب
برسید. ممͺن دقت بیشترین به تا کنید انتخاب درونیابی برای را نقاطͬ که
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۴ شماره: تمرین

کنید انتخاب را روش بهترین است. آمده بدست دقیق بسیار آزمایش ͷی از زیر دادە های جدول
این دقیق جواب چندجملە ای ͷی که دهید نشان  نمایید. محاسبه x = 3.5 نقطە ی در را y تا

کنید. محاسبه را جملە ای چند این درجە ی و است مساله
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انتگرال گیری و مشتقگیری

است. انتگرال گیری و مشتقگیری مهندسͬ و علمͬ محاسبات در ریاضͬ ابزار پرکاربردترین از تا دو
ͷی از مشتقگیری عمل با وقت یعنͬ ͬ باشند. م هم معکوس عملͽر دو انتگرالͽیری و مشتق گیری
در برگردیم. اول تابع به ͬ توانیم م جدید تابع از انتگرالͽیری عمل با ͬ رسیم م جدید تابع ͷی به تابع
سطح انتگرالͽیری عمل در و ͬ کنیم م محاسبه را کمیت ͷی موضعͬ تغییرات نرخ مشتق گیری عمل
ͬ دهد. م نشان را هم با عملͽر دو این ارتباط (۱ .۵) شͺل ͬ کنیم. م محاسبه را کمیت ͷی منحنͬ زیر

590 NUMERICAL DIFFERENTIATION AND INTEGRATION

similarities and differences from a numerical perspective. In addition, our discussion will 

have relevance to the next parts of the book where we will cover differential equations.

PT6.1.1 Noncomputer Methods for Differentiation and Integration

The function to be differentiated or integrated will typically be in one of the following 

three forms:

1. A simple continuous function such as a polynomial, an exponential, or a trigonomet-

ric function.

2. A complicated continuous function that is dif� cult or impossible to differentiate or 

integrate directly.

3. A tabulated function, where values of x and f(x) are given at a number of discrete 

points, as is often the case with experimental or � eld data.

 In the � rst case, the derivative or integral of a simple function may be evaluated 

analytically using calculus. For the second case, analytical solutions are often impractical, 

and sometimes impossible, to obtain. In these instances, as well as in the third case of 

discrete data, approximate methods must be employed.

 A noncomputer method for determining derivatives from data is called equal-area 

graphical differentiation. In this method, the (x, y) data are tabulated and, for each in-

terval, a simple divided difference DyyDx is employed to estimate the slope. Then these 

values are plotted as a stepped curve versus x (Fig. PT6.4). Next, a smooth curve is 

drawn that attempts to approximate the area under the stepped curve. That is, it is drawn 

FIGURE PT6.3
The contrast between (a) differ-
entiation and (b) integration.
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تابع. ͷی انتگرال گیری و مشتق گیری عمل ارتباط :۱ .۵ شͺل

تحلیلͬ روش های محدودیت های بدلیل کردیم، مطالعه اینجا تا که عددی روش های تمام مانند
انتگرال گیری عمل که هستند زیادی بسیار توابع عمل در هستیم. عددی روش های از استفاده به ناگزیر
بیشتر و است متفاوت قدری قضیه این مشتق مورد در البته است. غیرممͺن تحلیلͬ روش به آن ها از
اختیار در را تابع تحلیلͬ شͺل که ͬ شویم م عددی مشتق گیری روش های از استفاده به مجبور زمانͬ
ͬ گیریم. م مشتق آن از سپس و ایجاد را منحنͬ برازش ͷی با ابتدا داد خواهیم توضیح که باشیم نداشته

۹۷
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حاکم دیفرانسیل معادله فقط و نیست دسترس در هم تابع عددی مقادیر حتͬ که دارد وجود هم مواردی
و تبدیل جبری معادلات به را دیفرانسیل معادلات عددی مشتقات ͷکم به و ͬ شناسیم م را مساله بر
ابتدا فصل این در نماییم. حل ͬ توانیم م آموختیم جلوتر که روش هایی با را جبری معادلات این سپس
عددی مشتق گیری سپس و ͬ شویم م آشنا هستند، دقیق تری پاسخ های دارای که عددی انتگرالͽیری با

ͬ کنیم. م بررسͬ دارد کاربرد دیفرانسیل معادلات حل در بیشتر که را

عددی انتگرال گیری ۱ .۵
ͬ کنیم. م بررسͬ را گاوس و نیوتن⁃کاتس روش دو ما عددی، انتگرال گیری برای کلͬ حالت در

(Newton‐Cotes) نیوتن⁃کاتس روش ۱ .۱ .۵
ͷی با کردیم، مطالعه که درون یابی روش های طریق از را انتگرال زیر تابع نیوتن⁃کاتس، روش در

ͬ زنیم. م تقریب n درجە ی چندجملە ای

∫ b

a

f(x)dx ∼=
∫ b

a

Pn(x)dx

Pn(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1 + anx
n (۱ .۵)

دو درجە ی و (خط) ͷی درجه چندجملە ای ͷی با تابع ͷی تقریب (۲ .۵) شͺل در مثال بطور
چندجملە ای منحنͬ زیر سطح ͬ شود، م مشاهده شͺل در که همانطور ͬ دهد. م نشان را (سهمͬ)
عددی انتگرال گیری محاسبە ی خطای اختلاف این و دارد اختلاف اصلͬ تابع منحنͬ زیر سطح با
هزینە ی مستلزم این ولͬ ͬ یابد م کاهش انتگرال محاسبە ی خطای چندجلە ای درجە ی افزایش با است.
در دارد. انتگرال گیری بازە ی در موجود دادە های تعداد به بستگͬ درضمن و است بالاتر محاسباتͬ
یͺتا ͬ کند، م عبور نقطه n + 1 از که nای درجە ی چندجملە ای که آموختیم توابع درون یابی قسمت
(آبی اصلͬ تابع اگر (۲ .۵) درشͺل لذا ندارد. چندجمله این آوردن بدست روش به بستگͬ و است
انتگرال شͺل) a (قسمت ͷی درجه تقریب بود، خط ͷی یعنͬ ͷی درجە ی چندجملە ای ͷی رنگ)
درجە ی تقریب بود، دو درجە ی اصلͬ تابع اگر و ͬ شد م صفر آن خطای و داشت دقیق پاسخ عددی

داشت. دقیق پاسخ شͺل) b (قسمت دو
(Degreeof Precision) دقت درجه نام به کمیتͬ عددی، انتگرال گیری روش ͷی در کلͬ درحالت
انتگرال گیری روش ͷی دقت درجە ی است. مذکور روش عملͺرد میزان معرف که ͬ کنیم م تعریف
روش آن با کمتر، و k درجە  ی با چندجملە ای ها تمام که است k صحیح عدد بزرگترین عددی،
که (ذوزنقە ای) نقطه دو از استفاده با نیوتن⁃کاتس روش مثال بطور دهند. دقیق کاملا پاسخ عددی
درجه که سهمͬ ͷی دقیق انتگرال گیری به قادر قطعا است، شده داده نشان (۲ .۵) شͺل a درقسمت
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Newton-Cotes Integration 
Formulas

The Newton-Cotes formulas are the most common numerical integration schemes. They 

are based on the strategy of replacing a complicated function or tabulated data with an 

approximating function that is easy to integrate:

I 5 #
b

a

 f(x) dx >#
b

a
 
fn(x) dx (21.1)

where fn(x) 5 a polynomial of the form

fn(x) 5 a0 1 a1x 1 p 1 an21x
n21 1 an 

xn

where n is the order of the polynomial. For example, in Fig. 21.1a, a � rst-order polyno-

mial (a straight line) is used as an approximation. In Fig. 21.1b, a parabola is employed 

for the same purpose.

 The integral can also be approximated using a series of polynomials applied piece-

wise to the function or data over segments of constant length. For example, in Fig. 21.2, 

FIGURE 21.1
The approximation of an inte-
gral by the area under (a) a sin-
gle straight line and (b) a single 
parabola.
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(سهمͬ). دو و (خط) ͷی درجه چندجملە ای با منحنͬ تقریب طریق از عددی انتگرال :۲ .۵ شͺل

تقریب کوچͷ تر بازە های در دارد. k = 1 دقت درجە ی ذوزنقە ای روش پس نیست. دارد، n = 2
است. بزرگتر بازە ها ی در منحنͬ آن تقریب از دقیق تر بسیار خط بوسیلە ی بالا، درجە ی با منحنͬ ͷی
کوچͺتر بازە های به انتگرال گیری بازە ی تقسیم نیوتن⁃کاتس روش دقت بالابردن برای راه ͷی پس
چندجملە ای های ترکیب با محاسبات، پیچیدگͬ افزایش و چندجملە ای درجە ی بردن بالا بجای تا است
ͬ گوییم. م (Complex) مرکب روش آن به که کنیم استفاده کوچͷ تر بازە های در اما پایین تر درجە ی
شͺل a قسمت با مقایسه در ͬ دهد. م نشان را مرکب ذوزنقە ای روش با انتگرال گیری (۳ .۵) شͺل در
خطای با هاشورخورده سطح و است شده تقسیم قسمت ۳ به بازه ͬ شود، م دیده که همانطور ، (۲ .۵)

ͬ زند. م تقریب را رنگ) (آبی اصلͬ منحنͬ زیر سطح کمتری، بسیار
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three straight-line segments are used to approximate the integral. Higher-order polynomi-

als can be utilized for the same purpose. With this background, we now recognize that 

the “strip method” in Fig. PT6.6 employed a series of zero-order polynomials (that is, 

constants) to approximate the integral.

 Closed and open forms of the Newton-Cotes formulas are available. The closed 

forms are those where the data points at the beginning and end of the limits of integra-

tion are known (Fig. 21.3a). The open forms have integration limits that extend beyond 

the range of the data (Fig. 21.3b). In this sense, they are akin to extrapolation as discussed 

in Sec. 18.5. Open Newton-Cotes formulas are not generally used for de� nite integration. 

FIGURE 21.2
The approximation of an inte-
gral by the area under three 
straight-line segments.

f (x)

a b x

FIGURE 21.3
The difference between 
(a) closed and (b) open integra-
tion formulas.

f (x)

a b

(a)

x

f (x)

a b

(b)

x

کمتر. دقت درجە ی با روش های خطای کاهش برای مرکب روش :۳ .۵ شͺل

(Trapezoidal Rule) ذوزنقە ای قاعدە ی ۲ .۱ .۵
منحنͬ تقریب برای (ͷی درجه (چندجملە ای خط ͷی از استفاده نیوتن⁃کاتس، روش شͺل سادە ترین
روابط ͬ شود. م زده تقریب ذوزنقه ͷی سطح با منحنͬ زیر سطح خطͬ، تقریب این با است. اصلͬ
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نیوتن روش از منحنͬ تقریب در ͬ دهد. م نشان را آن از انتگرال گیری نیز و تقریب این جزییات (۲ .۵)
از تقریب خطای ͬ شود م دیده که همانطور کردە ایم. استفاده یͺسان فاصلە ی با دادە های برای پیشرو

ͬ شود. م O(h3) مرتبە ی از و ͬ یابد م افزایش دقت انتگرال گیری از بعد و است O(h2) مرتبە ی

I =

∫ x1

x0

f(x)dx ∼=
∫ x1

x0

P1(x)dx

I =

∫ x1

x0

(
a0 + a1(x− a) +

f ′′(ξ)

2
(x− a)(x− 2a)

)
dx

=

∫ 1

0

(
∆0f0 + s∆1f0 + s(s− 1)h2

f ′′(ξ)

2

)
hds where s = x− x0

h

= h

[
s∆0f0 +

s2

2
∆1f0 + h2f ′′(ξ)

(
s3

6
− s2

4

)]1
0

= h

[
∆0f0 +

1

2
∆1f0 −

1

12
h2f ′′(ξ)

]
(۲ .۵)

(۳ .۵) معادلە ی شͺل به آن برشͬ خطای و ذوزنقە ای قاعدە ی کلͬ شͺل روابط، کردن ساده از بعد
تکه ͷی بازه که ͬ شود م یادآوری است. بازه انتهای و ابتدا نقاط x1 و x0 رابطە  این در ͬ شود. م خلاصه
ͬ باشد. م x1 و x0 بین یعنͬ بازه این در نقطە ای ξ همچنین است. نشده تقسیم بازه زیر به و ͬ باشد م
که ͬ کنیم م انتخاب را محلͬ ξ برای لذا ͬ باشد. م خطا بالای کران معرف آمده بدست برشͬ خطای
بازه پهنای معرف نیز h کمیت باشد. بیشینه نقطه آن در f ′′(x) یعنͬ اصلͬ تابع دو مرتبە ی مشتق

ͬ باشد. م h = x1 − x0 یعنͬ

I = h
f(x0) + f(x1)

2︸ ︷︷ ︸
ذوزنقە ای قاعده

− 1

12
h3f ′′(ξ)︸ ︷︷ ︸

برشͬ خطای

(۳ .۵)

باریͷ تر قسمت های به را بازه ͬ توانیم م ذوزنقە ای روش خطای کاهش برای شد، گفته که همانطور
کار این با نماییم. اعمال مستقلا قسمت هر برای را روش و کنیم. تقسیم دارند کمتری پهنای که
از و . h = (x1 − x0)/n یعنͬ ͬ کند، م پیدا کاهش تقسیمات تعداد به بسته قسمت هر پهنای
بازه تقسیمات تعداد سوم توان با است، O(h3) مرتبە ی از ذوزنقە ای روش برشͬ خطای آنجاییͺه
ابتدای نقطە ی تقسیمات از بعد ͬ شود م مشاهده (۴ .۵) شͺل در که همانطور ͬ یابد. م کاهش n یعنͬ

ͬ باشند. م مساوی هم با نقاط فاصلە ی شد. خواهد xn انتهایی نقطە ی و x0 بازه

h =
(xn − x0)

n
= x1 − x0 = x2 − x1 = · · · = xn − xn−1
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or, using Eq. (21.7) to express Eq. (21.9) in the general form of Eq. (21.5),

I 5 (b 2 a) 

 f(x0) 1 2a
n21

i51
 f(xi) 1 f(xn)

2n
 (21.10)

 Width Average height

Because the summation of the coef� cients of f(x) in the numerator divided by 2n is equal 

to 1, the average height represents a weighted average of the function values. According 

to Eq. (21.10), the interior points are given twice the weight of the two end points f(x0) 

and f(xn).

 An error for the multiple-application trapezoidal rule can be obtained by summing 

the individual errors for each segment to give

Et 5 2
(b 2 a)3

12n3 a
n

i51
 
f –(ji)  (21.11)

 

FIGURE 21.8
The general format and nomen-
clature for multiple-application 
integrals.

f (x)

f (x0)

f (x1) f (x2)

f (x3)

f (xn – 3)
f (xn – 2)

f (xn – 1)

f (xn)

x0 xx1 x2 x3 xn – 3 xn – 2 xn – 1 xn

x0 = a xn = b

b – a 
n

h =

مساوی. قسمت n به بازه تقسیم و مرکب ذوزنقە ای روش :۴ .۵ شͺل

روش با را انتگرال هر و جدید h پهنای با انتگرال n مجموع ͬ شود م کل انتگرال تقسیم، از بعد
محاسبە ی برای ͬ دهند. م نشان را محاسبات این جزییات (۴ .۵) روابط ͬ کنیم. م محاسبه ذوزنقە ای

ͬ شود. م انتخاب xi−1 ≤ ξi ≤ xi یعنͬ iام بازە ی در ξi نقطە ی برشͬ، خطای

I =

∫ x1

x0

f(x)dx+

∫ x2

x1

f(x)dx+ · · ·+
∫ xn

xn−1

f(x)dx

=
h

2

[
f(x0) + 2

n−1∑
i=1

f(xi) + f(xn)

]
− h3

12

n∑
i=1

f ′′(ξi) (۴ .۵)

به n تقسیمات تعداد و xn انتهایی ،x0 ابتدایی نقطە ی برحسب آن ها بیان و روابط کردن ساده با
پهنا حاصلضرب بشͺل ͬ توان م را انتگرال که ͬ کنیم م مشاهده رابطه این در ͬ رسیم. م (؟؟) رابطە ی
بیشینە ی برشͬ، خطای بالای کران محاسبە ی در نوشت. بازه کنندە ی تقسیم نقاط در تابع میانگین در
از ͬ کنیم. م جمع هم با را همه سپس و ͬ آوریم م بدست آمده بوجود قسمت زیر n در تابع دوم مشتق
صحیحͬ کار باشد، متفاوت بسیار دیͽر قسمت های با قسمت هر در ͬ تواند م دوم مشتق آنجاییͺه
استفاده و کنیم. قسمت ها همە ی جایͽذین را مختلف قسمت های بین دوم مشتق بیشینە ی که نیست
منجر (۶ .۵) رابطە ی به نهایت در که است. نزدیͷ تر برشͬ خطای درست مقدار به آن ها میانگین از
تابع دوم مشتق میانگین ابتدا برشͬ، خطای بالای کران محاسبە ی برای رابطه این اساس بر ͬ شود. م
برشͬ، خطای میانگین، از استفاده صورت در ͬ کنیم م دقت البته ͬ آوریم. م بدست بازه تمام در را اصلͬ

ͬ یابد. م کاهش تقسیمات تعداد مربع با ،۳ توان بجای
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I =

︷پهنا ︸︸ ︷
(xn − x0)

تابع ︷میانگین ︸︸ ︷
f(x0) + 2

n−1∑
i=1

f(xi) + f(xn)

2n︸ ︷︷ ︸
ذوزنقە ای مرکب قاعده

−(xn − x0)
3

12n3

n∑
i=1

f ′′(ξi)︸ ︷︷ ︸
برشͬ خطای

(۵ .۵)

f̄ ′′ =

n∑
i=1

f ′′(ξi)

n
→ Ea = −

(xn − x0)3

12n2
f̄ ′′ (۶ .۵)

۱ شماره: مثال

بازه تقسیمات تعداد با را محاسبات نمایید. محاسبه مرکب ذوزنقە ای روش با را زیر انتگرال
هر در واقعͬ نسبی خطای با را برشͬ نسبی خطای و نمایید تکرار قسمت ۳۰ تا قسمت ۲ از

ͬ باشد. م Iexact = 1.640533 انتگرال واقعͬ مقدار نمایید. مقایسه تکرار

I =

∫ 0.8

0

(
0.2 + 25x− 200x2 + 675x3 − 900x4 + 400x5

)
dx

بالای کران این و ͬ آید م بدست (۶ .۵) رابطە ی از مرکب ذوزنقە ای روش خطای آنجاییͺه از
ͬ باشد، م خطا

f ′′(x) = 8000x3 − 10800x2 + 4050x− 400→ f̄ ′′ =
1

0.8

∫ 0.8

0

f ′′(x)dx = −60

Etruncation = − (0.8)3

12× n2
(−60)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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def f(x):
return 0.2 + 25*x - 200*x**2 + 675*x**3 - 900*x**4 + 400*x**5

x0,xn = 0,0.8

II = [0]
Etrunc_ = [0]
Etrue_ = [0]
Iexact = 1.640533
N = 31

for n in range(1,N):
x = np.linspace(x0,xn,n+1)

I = f(x0) + f(xn)
for i in range(1,n):

I += 2 * f(x[i])

I = (xn-x0)/(2*n)*I
Etrunc = abs((0.8)**3*60/12/n**2/I)
Etrue = abs((I - Iexact)/Iexact)
II.append(I)
Etrunc_.append(Etrunc)
Etrue_.append(Etrue)
if n > 1:

print(f"{n}\t{I:0.2f}\t{Etrunc:0.3f}\t{Etrue:0.3f}")

nn = list(range(2,N))
plt.plot(nn,Etrunc_[2:],label="truncation error")
plt.plot(nn,Etrue_[2:],label="true error")
plt.legend()
plt.yscale('log')
plt.grid(True)
plt.show()
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داده نمایش نارنجͬ رنگ با واقعͬ نسبی خطای و آبی رنگ با برشͬ نسبی خطای پلات این در
باشند. مقایسه قابل ͬ ها منحن تا است شده داده نمایش لͽاریتمͬ مقیاس در y محور است. شده
تعداد ترتیب به چپ از ستون ها نیز جدول در ͬ باشد. م بازه تقسیمات تعداد معرف نیز x محور
آخر ستون و برشͬ نسبی خطای تقسیمات تعداد این با شده محاسبه انتگرال مقدار تقسیمات،
نمایش ۲۶تا از بعد و ۵ تا قسمت ۲ به بازه تقسیمات از جدول در است. واقعͬ نسبی خطای

است. شده داده

(Simpson’s Rule) سیمپسون قاعدە ی ۳ .۱ .۵

کنیم استفاده نقطه ۳ از باید نقطه، ۲ از استفاده بجای نیوتن⁃کاتس روش در بعدی، تقریب در
نشان را تقریب این (۵ .۵) شͺل بزنیم. تقریب ۲ درجە ی چندجملە ای ͷی با را اصلͬ منحنͬ و
این در ͬ دهد. م نشان را آن از انتگرال گیری و تقریب این محاسبە ی جزییات (۷ .۵ ) رابطە ی ͬ دهد. م
که کنید دقت ͬ باشد. م h قسمت هر پهنای و است شده تقسیم مساوی قسمت دو به بازه محاسبات
مرتبە ی برشͬ خطای انتگرال آنجاییͺه از اما ͬ کنیم، م استفاده نقطه ۳ از چند هر تقریب، محاسبە ی در
از بعد نهایت در است. شده آوردە  نیز O(h4) یعنͬ بالاتر مرتبە  ͷی خطای ͬ شود، م صفر O(h3)
) رابطە ی شͺل به سیمپسون قاعدە ی روابط، کردن ساده و (۷ .۵ ) رابطە ی نهایی انتگرال محاسبە ی

ͬ شود. م خلاصه (۸ .۵
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I =

∫ x2

x0

f(x)dx ∼=
∫ x2

x0

P2(x)dx

I =

∫ x2

x0

(
a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− 2x0) +

1

3!
f (3)(ξ′)(x− x0)(x− 2x0)(x− 3x0)

+
1

4!
f (4)(ξ)(x− x0)(x− 2x0)(x− 3x0)(x− 4x0)

)
dx

I =

∫ 2

0

(
∆0f0 + s∆1f0 +

1

2
s(s− 1)∆2f0 + s(s− 1)(s− 2)

h3

3!
f (3)(ξ′)

+s(s− 1)(s− 2)(s− 3)
h4

4!
f (4)(ξ)

)
hds where s =

x− x0
h

(۷ .۵)

 21.2 SIMPSON’S RULES 615

 Finally, round-off errors can limit our ability to determine integrals. This is due both 

to the machine precision as well as to the numerous computations involved in simple 

techniques like the multiple-segment trapezoidal rule.

 We now turn to one way in which ef� ciency is improved. That is, by using higher-

order polynomials to approximate the integral.

 21.2 SIMPSON’S RULES

Aside from applying the trapezoidal rule with � ner segmentation, another way to obtain 

a more accurate estimate of an integral is to use higher-order polynomials to connect the 

points. For example, if there is an extra point midway between f(a) and f(b), the three 

points can be connected with a parabola (Fig. 21.10a). If there are two points equally 

spaced between f(a) and f(b), the four points can be connected with a third-order poly-

nomial (Fig. 21.10b). The formulas that result from taking the integrals under these 

polynomials are called Simpson’s rules.

21.2.1 Simpson’s 1/3 Rule

Simpson’s 1y3 rule results when a second-order interpolating polynomial is substituted 

into Eq. (21.1):

I 5 #
b

a
 
f(x) dx >#

b

a
 
f2(x) dx

If a and b are designated as x0 and x2 and f2(x) is represented by a second-order Lagrange 

polynomial [Eq. (18.23)], the integral becomes

I 5 #
x2

x0

c (x 2 x1) (x 2 x2)

(x0 2 x1) (x0 2 x2)
 f(x0) 1

(x 2 x0) (x 2 x2)

(x1 2 x0) (x1 2 x2)
 f(x1)

    1
(x 2 x0) (x 2 x1)

(x2 2 x0) (x2 2 x1)
 f(x2) d dx

FIGURE 21.10
(a) Graphical depiction of 
Simpson’s 1/3 rule: It consists 
of taking the area under a 
 parabola connecting three 
points. (b) Graphical depiction 
of Simpson’s 3/8 rule: It 
 consists of taking the area under 
a cubic equation connecting 
four points.

f (x)

(a)

x

f (x)

(b)

x

سیمپسون) (روش نقطه ۳ از استفاده با نیوتن⁃کاتس انتگرال :۵ .۵ شͺل

I =

وزنͬ میانگین
︷︸︸︷پهنا
2h

︷ ︸︸ ︷[
f(x0) + 4f(x1) + f(x2)

6

]
︸ ︷︷ ︸

سیمپسون

+0− 1

90
f (4)(ξ)h5︸ ︷︷ ︸

برشͬ خطای

(۸ .۵)

انتگرال گیری بازە ی پهنای حاصلضرب بصورت انتگرال که ͬ کنیم م مشاهده مجدد (۸ .۵ ) رابطە ی در
بالای کران محاسبە ی برای است. بازه در شده استفاده نقاط در تابع مقادیر وزنͬ میانگین در (2h)
پهنای ۵ توان با برشͬ خطای ͬ شود. م محاسبه بازه سرتاسر در f (4)(ξ) بیشینە ی مقدار برشͬ خطای
برشͬ خطای کاهش برای است وسیع انتگرال گیری بازە ی که انتگرال هایی در لذا است. متناسب بازه
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زیر n به را بازه نیز اینجا مرکب، ذوزنقە ای روش مانند ͬ کنیم. م استفاده مرکب سیمپسون روش از
زوج عدد باید n پس داریم، نقطه ۳ به نیاز سیمپسون انتگرال هر در آنجاییͺه از ͬ کنیم. م تقسیم بازه

کنیم. تجذیه انتگرال n/2 تعداد به را کل انتگرال بتوانیم تا ∫باشد، xn

x0

f(x) dx =

∫ x2

x0

f(x) dx+

∫ x4

x2

f(x) dx · · ·+
∫ xn

xn−2

f(x) dx (۹ .۵)

تجمیع از ͬ کنیم. م محاسبه را انتگرال قسمت هر برای (۸ .۵) رابطە ی از استفاده با سپس
نقاط (۸ .۵) رابطە ی در که کنید دقت ͬ نماییم. م محاسبه را کل انتگرال بازە ها، زیر انتگرال های
جمع هنگام در و شوند. گرفته نظر در باید ۴ ضریب با دارند فرد اندیس های که بازە ها زیر در میانͬ
خواهند ۲ ضریب لذا و ͬ شوند م وارد همسایه بازە ی ۲ هر در مرزی نقاط بازە ها، زیر انتگرال کردن
(۱۰ .۵) رابطە ی به مرکب، سیمپسون قاعدە ی برای روابط، کردن سادە  از بعد نهایت در گرفت.
وزنͬ میانگین در پهنا حاصلضرب عددی انتگرال که ͬ کنیم م مشاهده رابطه این در مجدد ͬ رسیم. م
خطای محاسبە ی برای مرکب، ذوزنقە ای قاعدە ی مانند همچنین است. بازه درون نقاط در تابع مقدار

ͬ کنیم. م استفاده را انتگرال گیری بازە ی سرتاسر در f (4)(x) میانگین برشͬ،

I =

︷پهنا ︸︸ ︷
(xn − x0)

وزنͬ ︷میانگین ︸︸ ︷
f(x0) + 4

n−1∑
i=1,3,5,...

f(xi) + 2
n−2∑

i=2,4,6,...

f(xi) + f(xn)

3n︸ ︷︷ ︸
مرکب سیمپسون

برشͬ ︷خطای ︸︸ ︷
−(xn − x0)

5

180n4
f (4)

(۱۰ .۵)

گاوس روش ۴ .۱ .۵
این با ͬ توانیم م را نتیجه همین اما کردیم. استفاده خطͬ درونیابی مفهوم از ذوزنقە ای روش در
تابع مقدار از نامعین ضرایب با خطͬ ترکیب بصورت ͬ توانیم م را انتگرال هر که آوریم بدست رویͺرد

بنویسیم. انتگرال گیری بازە ی مرز های در

I ∼= c0f(a) + c1f(b)

دو نامعین ضرایب روش اینکه فرض با دهیم. تشͺیل معادله ۲ باید c1 و c0 ضریب ۲ تعیین برای
این با ͷی و صفر درجە ی چندجملە ای های ͬ کنیم م فرض است، ۱ دقت درجه دارای حداقل نقطە ای
شͺل در که ͷی درجە ی و صفر درجە ی توابع نمودار زیر سطوح داشت. خواهند دقیق مقدار روش
مساوی هم با و ͬ کنیم م محاسبه نامعین ضرایب و تحلیلͬ روش با را است، شده داده نشان (۶ .۵)
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نامعین ضرایب دستگاه، این حل با ͬ شود م مشاهده (۱۱ .۵) رابطە ی در که همانطور ͬ دهیم. م قرار
نیوتن⁃کاتس روش از که ذوزنقە ای قاعدە ی همان به رابطە  نهایت در و ͬ شوند. م محاسبه c1 و c0

ͬ شود. م منجر بودیم، آورده بدست


c0 + c1 =

∫ (b−a)/2

−(b−a)/2
1 dx

c0(−
b− a
2

) + c1(
b− a
2

) =

∫ (b−a)/2

−(b−a)/2
x dx

⇒ c0 = c1 =
b− a
2

⇒ I ∼= (b− a)f(a) + f(b)

2
(۱۱ .۵)
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22.4.1 Method of Undetermined Coeffi cients

In Chap. 21, we derived the trapezoidal rule by integrating a linear interpolating polynomial 

and by geometrical reasoning. The method of undetermined coef� cients offers a third ap-

proach that also has utility in deriving other integration techniques such as Gauss quadrature.

 To illustrate the approach, Eq. (22.16) is expressed as

I > c0 f(a) 1 c1 f(b)  (22.17)

where the c’s 5 constants. Now realize that the trapezoidal rule should yield exact results 

when the function being integrated is a constant or a straight line. Two simple equations 

that represent these cases are y 5 1 and y 5 x. Both are illustrated in Fig. 22.7. Thus, 

the following equalities should hold:

c0 1 c1 5 #
(b2a)y2

2(b2a)y2

1 dx

and

2c0 
b 2 a

2
1 c1 

b 2 a

2
5 #

(b2a)y2

2(b2a)y2
 
x dx

y

y = 1

(a)

x– (b – a) 
2

b – a 
2

y

y = x

(b)

x

– (b – a) 
2

b – a 
2

FIGURE 22.7
Two integrals that should be 
evaluated exactly by the trap-
ezoidal rule: (a) a constant and 
(b) a straight line.

.ͷی دقت درجە ی با نامعین ضرایب روش :۶ .۵ شͺل

شد، ۱ دقت درجە ی با ذوزنقە ای قاعدە ی به منجر که نقطە ای دو نامعین ضرایب ایدە ی از الهام با
رابطە ی در که همانطور و ͬ گیریم. م نظر در نامعین نیز را بازه درون نقاط مͺان ضرایب، بر علاوه
مقدار و ci نامعین ضرایب با سری ͷی جمع بصورت ͬ توانیم م را انتگرال ͬ شود، م مشاهده (۱۲ .۵)
همان تحلیلͬ انتگرال از محاسبە شده مقدار با دادن قرار مساوی  با و بنویسیم. xi نامعین نقاط در تابع
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محاسبە ی روش این به کنیم. تعیین را نامعین نقاط و ضرایب معادلات، تشͺیل و چندجملە ای ها
چندجملە ای های و (۱۲ .۵) بسط مقایسە ی با ͬ شود. م گفته گاوس⁃لژاندر قاعدە ی انتگرال ها عددی
از هستند. لاگرانژ چندجملە ای های انتگرال ci ضرایب که کنیم پیش بینͬ ͬ توانیم م لاگرانژ، درونیاب
حالت در را انتگرال ها دهیم، انتقال 1 تا −1 به ͬ توانیم م را انتگرالͬ هر بازە  متغیر، تغییر با آنجاییͺه

ͬ کنیم. م محاسبه بازه این در کلͬ

I =

∫ 1

−1
f(x)dx ∼=

n∑
i=1

cif(xi)

ci =

∫ 1

−1
Li(x)dx, i = 1, . . . , n (۱۲ .۵)

(۷ .۵) شͺل ͬ کنیم. م محاسبه نقطە ای ۲ حالت برای را گاوس⁃لژاندر روش مثال، عنوان به
تربیع نام با بیشتر روش این حالت این در ͬ دهد. م نشان را بازه درون نقاط و انتگرال گیری بازە ی
شده داده نشان (۱۳ .۵) روابط در که همانطور ͬ شود. م شناخته (Gauss Quadrature) گاوس
داریم. معادله ۴ به نیاز آنها آوردن بدست برای که دارد وجود c0, c1, x0, x1 مجهول ۴ تعداد است،
بدست 1 تا −1 بازە ی در α = 0, 1, 2, 3 مقادیر برای xα تابع تحلیلͬ انتگرال از معادله ۴ این
(۱۳ .۵) رابطە ی در که ͬ شوند م محاسبه مجهول مقادیر معادلات، دستگاه حل با نهایت در ͬ آیند. م
درون نقاط و c0 = c1 = 1 مساوی هم با ضرایب ͬ شود م مشاهده که همانطور است. شده آورده
گاوس تربیع قاعده نهایی شͺل ͬ آیند. م بدست 1 تا −1 فاصلە ی برای x0, x1 = ±1/

√
3 نیز بازه

ͬ شود. م داده ۱۴ .۵ رابطە ی با
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or, evaluating the integrals,

c0 1 c1 5 b 2 a

and

2c0 

b 2 a

2
1 c1 

b 2 a

2
5 0

These are two equations with two unknowns that can be solved for

c0 5 c1 5
b 2 a

2

which, when substituted back into Eq. (22.17), gives

I 5
b 2 a

2
 f(a) 1

b 2 a

2
 f(b)

which is equivalent to the trapezoidal rule.

22.4.2 Derivation of the Two-Point Gauss-Legendre Formula

Just as was the case for the above derivation of the trapezoidal rule, the object of Gauss 

quadrature is to determine the coef� cients of an equation of the form

I > c0  f(x0) 1 c1 f(x1) (22.18)

where the c’s 5 the unknown coef� cients. However, in contrast to the trapezoidal rule 

that used � xed end points a and b, the function arguments x0 and x1 are not � xed at the 

end points, but are unknowns (Fig. 22.8). Thus, we now have a total of four unknowns 

that must be evaluated, and consequently, we require four conditions to determine them 

exactly.

FIGURE 22.8
Graphical depiction of the unknown variables x0 and x1 for integration by Gauss quadrature.

f (x)

f (x0)

f (x1)

–1 1x1 xx0

با ذوزنقە ای روش ͷی به منجر و نمایید حل را مجهول ۲ است قادر که ۲ دقت درجه :۷ .۵ شͺل
ͬ شود. م x1 و x0 مجهول نقاط
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I =

∫ 1

−1
f(x)dx ∼= c0f(x0) + c1f(x1)

c0 + c1 =

∫ 1

−1
1dx = 2

c0x0 + c1x1 =

∫ 1

−1
xdx = 0

c0x
2
0 + c1x

2
1 =

∫ 1

−1
x2dx =

2

3

c0x
3
0 + c1x

3
1 =

∫ 1

−1
x3dx = 0

⇒


c0 = c1 = 1
x0 = − 1√

3

x1 = + 1√
3

(۱۳ .۵)

I ∼= f

(
−1√
3

)
+ f

(
1√
3

)
(۱۴ .۵)

است. شده آورده نقطە ای ۶ تا نقطە ای ۲ حالت های برای گاوس⁃لژاندر قاعدە ی (۸ .۵) جدول در
جدول از استفاده برای ͬ باشند. م (−1, 1) بازە ی درون نقاط سوم ستون و نامعین ضرایب دوم ستون

یابد. انتقال (−1, 1) بازە ی به (۱۵ .۵) متغیر تغییر از استفاده با انتگرال حدود باید

∫ b

a

f(x)dx =

∫ 1

−1
f

(
1

2
a(1− t) + 1

2
b(1 + t)

)(
b− a
2

)
dt (۱۵ .۵)

۲ شماره: مثال

نقطە ای ۳ و ۲ گاوس روش از استفاده با است. I = 0.386294 برابر زیر انتگرال واقعͬ مقدار
ͬ کنیم. م محاسبه را انتگرال این

I =

∫ 2

1

ln(x)dx

ͬ دهیم. م انتقال [−1, 1] بازە ی به متغیر تغییر ͷمͺب را انتگرال محدودە ی ابتدا
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and at 1y13 to be equal to 1.305837. Therefore, the integral according to Eq. (22.23) is

I > 0.516741 1 1.305837 5 1.822578

which represents a percent relative error of 211.1 percent. This result is comparable in 

magnitude to a four-segment application of the trapezoidal rule (Table 21.1) or a single 

application of Simpson’s 1y3 and 3y8 rules (Examples 21.4 and 21.6). This latter result 

is to be expected because Simpson’s rules are also third-order accurate. However, because 

of the clever choice of base points, Gauss quadrature attains this accuracy on the basis 

of only two function evaluations.

22.4.3 Higher-Point Formulas

Beyond the two-point formula described in the previous section, higher-point versions 

can be developed in the general form

I > c0  f(x0) 1 c1  f(x1) 1 p 1 cn21  f(xn21)  (22.31)

where n 5 the number of points. Values for c’s and x’s for up to and including the six-

point formula are summarized in Table 22.1.

TABLE 22.1  Weighting factors c and function arguments x used in Gauss-Legendre 
formulas.

  Weighting Function Truncation
 Points Factors Arguments Error

 2 c0 5 1.0000000 x0 5 20.577350269 >f (4)(j)
  c1 5 1.0000000 x1 5   0.577350269 

 3 c0 5 0.5555556 x0 5 20.774596669 >f (6)(j)
  c1 5 0.8888889 x1 5   0.0
  c2 5 0.5555556 x2 5   0.774596669

 4 c0 5 0.3478548 x0 5 20.861136312 >f (8)(j)
  c1 5 0.6521452 x1 5 20.339981044
  c2 5 0.6521452 x2 5   0.339981044
  c3 5 0.3478548 x3 5   0.861136312

 5 c0 5 0.2369269 x0 5 20.906179846 >f (10)(j)
  c1 5 0.4786287 x1 5 20.538469310
  c2 5 0.5688889 x2 5   0.0
  c3 5 0.4786287 x3 5   0.538469310
  c4 5 0.2369269 x4 5   0.906179846

 6 c0 5 0.1713245 x0 5 20.932469514 >f (12)(j)
  c1 5 0.3607616 x1 5 20.661209386
  c2 5 0.4679139 x2 5 20.238619186
  c3 5 0.4679139 x3 5   0.238619186
  c4 5 0.3607616 x4 5   0.661209386
  c5 5 0.1713245 x5 5   0.932469514

نقطە ای. ۶ تا نقطە ای ۲ گاوس⁃لژاندر روش برای تابع نقاط و ضرایب جدول :۸ .۵ شͺل

I =

∫ 2

1

ln(x)dx =

∫ 1

−1
ln

(
t+ 3

2

)
1

2︸ ︷︷ ︸
f(t)

dt

ͬ کنیم. م محاسبه را تقریبی انتگرال گاوس نقطە ای ۳ و نقطە ای ۲ روش های از استفاده با حال

I2 ∼= f

(
−1√
3

)
+ f

(
1√
3

)
=

1

2
ln

( −1√
3
+ 3

2

)
+

1

2
ln

(
1√
3
+ 3

2

)
= 0.386595

I3 ∼= 0.555556 f(−0.774597) + 0.888889 f(0.0) + 0.555556 f(0.774597) = 0.3863
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(Improper Integral) ناسره انتگرال های ۵ .۱ .۵
متغیر تغییر از ͬ باشد، م محدود انتگرال اما است بینهایت در آنها حدود از ͬͺی که انتگرال هایی برای
تغییر این (۱۶ .۵) رابطە ی دهیم. انتقال صفر به را بی نهایت حد تا کنیم استفاده ͬ توانیم م x→ 1/t

باشد، داشته متفاوت علامت بینهایت حد با انتگرال دیͽر حد صورتیͺه در ͬ دهد. م نشان را متغیر
باشیم نداشته علامت تغییر ͬ دهیم م متغیر تغییر که انتگرالͬ در تا ͬ کنیم م تقسیم قسمت دو به را بازه
ͬ دهد. م نشان را قسمت دو به بازه تقسیم نحوە ی (۱۷ .۵) رابطە ی یابد. کاهش محاسبات پیچیدگͬ و

∫ b

a

f(x) dx =

∫ 1/b

1/a

1

t2
f(

1

t
) dt (۱۶ .۵)

∫ b

−∞
f(x) dx =

∫ −A
−∞

f(x)dx+

∫ b

−A
f(x) dx (۱۷ .۵)

خاصͬ نقاط در یا و انتگرال حد در تابع مقدار اما است محدود انتگرال حد نیز حالات بعضͬ در
این از نوعͬ به ͬ خواهیم م و ͬ شود م نشده تعریف یا و بی نهایت بͽیرد مقدار آن در باید که دامنه از
استفاده ͬ توانیم م (Open Integration) باز انتگرال های روش از منظور این به کنیم. عبور نقاط
داده نشان (۹ .۵) شͺل در که همانطور باشد، نشده تعریف مرزی نقاط در تابع اگر مثال بطور کنیم.
برای را محاسبات این (۱۸ .۵) رابطە ی ͬ کنیم. م محاسبه میانͬ نقاط ͷمͺب را انتگرال است، شده
نشان را است نشده تعریف x0, x2 مرزی نقاط در تابع که x0, x1, x2 فاصلە ی هم نقطە ی ۳ حالت
از انتگرال ͬ نویسیم. م x1 میانͬ نقطە ی برحسب را مقادیر همە ی انتگرال، محاسبه برای ͬ دهد. م
ͬ آید. م بدست است، میانͬ نقطە ی در تابع مقدار که تابع میانگین در است 2h که پهنا حاصلضرب

ͬ شود. م گفته میانͬ نقطە ی قاعدە ی روش این به

I =

∫ x2

x0

f(x)dx =

∫ x1+h

x1−h
f(x)dx ∼= 2hf(x1) (۱۸ .۵)

بدست نحوە ی (۱۹ .۵) رابطە ی مثال بطور داد. تعمیم نقطه ۳ از بیش به ͬ توان م را باز روش
میانͬ نقطە ی ۳ در تنها چون انتگرال، محاسبه برای ͬ دهد. م نشان را نقطه ۵ برای باز روش آوردن
روش از مثال بطور و ۲ درجه چندجملە ای از درونیابی برای لذا کنیم، محاسبه را تابع ͬ خواهیم م
مرتبە ی از ͬ کند م استفاده نقطه ۳ از که سیمپسون قاعدە ی مانند روش خطای ͬ کنیم. م استفاده لاگرانژ
نهایی رابطە ی در کنید. توجه x1 نقطە ی برحسب انتگرال حدود نوشتن نحوە ی به ͬ باشد. م O(h5)
بازه مرز های در تابع مقدار به نیاز و است شده استفاده f1, f2, f3 یعنͬ میانͬ درنقاط تابع مقدار فقط

نداریم. است، نشدە  تعریف تابع آنها در که x0, x4 یعنͬ
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three straight-line segments are used to approximate the integral. Higher-order polynomi-

als can be utilized for the same purpose. With this background, we now recognize that 

the “strip method” in Fig. PT6.6 employed a series of zero-order polynomials (that is, 

constants) to approximate the integral.

 Closed and open forms of the Newton-Cotes formulas are available. The closed 

forms are those where the data points at the beginning and end of the limits of integra-

tion are known (Fig. 21.3a). The open forms have integration limits that extend beyond 

the range of the data (Fig. 21.3b). In this sense, they are akin to extrapolation as discussed 

in Sec. 18.5. Open Newton-Cotes formulas are not generally used for de� nite integration. 

FIGURE 21.2
The approximation of an inte-
gral by the area under three 
straight-line segments.

f (x)

a b x

FIGURE 21.3
The difference between 
(a) closed and (b) open integra-
tion formulas.

f (x)

a b

(a)

x

f (x)

a b

(b)

x

(b). باز و (a) بسته روش به انتگرال :۹ .۵ شͺل

I =

∫ x4

x0

f(x)dx =

∫ x1+3h

x1−h
f(x)dx

∼=
∫ x1+3h

x1−h
P2(x)dx

=

∫ x1+3h

x1−h

(
f1

(x− x2)(x− x3)
(x1 − x2)(x1 − x3)

+ f2
(x− x1)(x− x3)
(x2 − x1)(x2 − x3)

+f3
(x− x1)(x− x2)
(x3 − x1)(x3 − x2)

)
dx

I =
4

3
h(2f1 − f2 + 2f3) +O(h5) (۱۹ .۵)

۳ شماره: مثال

نمایید: محاسبه را زیر انتگرال

I =

∫ 1

−∞

1√
2π
e−x

2/2dx

نداشته علامت تغییر بینهایت دارای قسمت که نحوی به ͬ کنیم. م تقسیم قسمت دو به را انتگرال
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مواجه علامت تغییر با متغیر تغییر هنگام در تا باشد. منفͬ xهای ناحیە ی در حد دو هر و باشیم
صفر به بینهایت حد تا ͬ دهیم م x → 1/t متغیر تغییر را بینهایت حد دارای قسمت نباشیم.
1 2−تا بین انتگرال ͬ کنیم. م استفاده میانͬ نقطە ی روش از قسمت این حل برای شود. تبدیل

ͬ کنیم. م محاسبه را کل انتگرال نتایج جمع با نهایت در ͬ کنیم. م استفاده سیمپسون از نیز را

I =
1√
2π

(∫ −2
−∞

e−x
2/2dx+

∫ 1

−2
e−x

2/2dx

)

I1 =

∫ −2
−∞

e−x
2/2dx =

∫ 0

−1/2

1

t2
e−1/(2t

2)dt

∼=
1

8

(
f(x−7/16) + f(x−5/16) + f(x−3/16) + f(x−1/16)

)
∼=

1

8
(0.3833 + 0.0612 + 0 + 0) = 0.0556

I2 =

∫ 1

−2
e−x

2/2dx

∼= (1− (−2))0.1353 + 4(0.3247 + 0.8825 + 0.8825) + 2(0.6065 + 1) + 0.6065

3(6)
= 2.0523

I ∼=
1√
2π

(0.0556 + 2.0523) = 0.8409

عددی مشتقگیری ۲ .۵
چندجملە ای های تقریب از ͬ توان م ͬ شوند، م ارائه اعداد جدول با که توابعͬ و پیچیده توابع مشتق برای

نمود. استفاده مذکور تابع لاگرانژ) یا (نیوتن درونیاب

df(x)

dx
∼=

d

dx
Pn(x) (۲۰ .۵)

ͬ آید. م بدست درونیاب چندجملە ای خطای از گرفتن مشتق با روش، این خطای



انتگرال گیری و مشتقگیری .۵ فصل ۱۱۴

۴ شماره: مثال

را Ⅽ هواپیمای موقعیت رادارها این دارند. a = 500 (m) فاصلە ی هم از B و A رادار های
شده آورده زیر جدول در ثانیه ۳ برای که ͬ کنند. م ثبت ثانیه هر در β و α زاویە ی با ترتیب به
مختصات کنید. محاسبه t = 10 (sec) در را γ آن اوج زاویه و v هواپیما سرعت است.

ͬ شود. م محاسبه زیر رابطە ی از هواپیما

x = a
tan β

tan β − tanα
y = x tanα

t (s) 9 10 11
α (deg) 54.80 54.06 53.34
β (deg) 65.59 64.59 63.62

محاسبه شده داده زمان های در را هواپیما موقعیت جدول، دادە های از استفاده با ابتدا پاسخ:
ͬ کنیم. م درونیابی ۲ درجە ی از را y(t) و x(t) تابع سپس ͬ کنیم. م

t (s) 9 10 11
x 1401.92 1450.5 1498.64
y 1987.35 2000.84 2013.51

x(t) = (1401.92)(
t− 10

9− 10
)(
t− 11

9− 11
) + (1450.5)(

t− 9

10− 9
)(
t− 11

10− 11
)

+ (1498.64)(
t− 9

11− 9
)(
t− 10

11− 10
)

x(t) = 945.124 + 52.7136 t− 0.217632 t2

vx(t) = 52.7136− 0.435264 t

y(t) = (1987.35)(
t− 10

9− 10
)(
t− 11

9− 11
) + (2000.84)(

t− 9

10− 9
)(
t− 11

10− 11
)

+ (2013.51)(
t− 9

11− 9
)(
t− 10

11− 10
)

y(t) = 1828.86 + 21.3132 t− 0.4115 t2

vy(t) = 21.3132− 0.822999 t

کرد. محاسبه ͬ توان م را اوج زاویە ی و سرعت t = 10 (seⅽ) لحظە ی در سپس
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v⃗ = 48.361 êx + 13.0832 êy ⇒ v = 50.0985 (m/s)

tan γ =
vy
vx

⇒ γ = 0.0046◦

بالا دقت با مشتقات ۱ .۲ .۵
را عددی مشتقات ͬ توان م نیز توابع تیلور بسط از درونیاب، چندجملە ای های از استفاده بر علاوه
این کاربرد ͬ شود. م شناخته (Finite Difference) محدود تفاضلات نام به روش این آورد. بدست
مرتبە ی مشتق روش این با آشنایی و شروع برای ͬ باشد. م دیفرانسیل معادلات حل برای بیشتر روش
xi فاصلە ی هم نقاط در اعداد جدول بصورت را تابع ͬ کنیم م فرض ͬ آوریم. م بدست را تابع ͷی اول
هدف ͬ باشد. م h هم از نقاط فاصلە ی ͬ دهیم. م نمایش fi = f(xi) شͺل به را تابع مقادیر که داریم
تابع تیلور بسط روی از را xi+1 نقطە ی در تابع مقدار است. xi نقطە ی در اول مرتبه مشتق محاسبە ی
برشͬ خطای را الباقͬ و ͬ داریم م نگه مشتق اول مرتبە ی تا را بسط ͬ کنیم. م محاسبه xi نقطە ی حول
نقاط در تابع مقادیر اینکه به توجه با سپس ͬ دهد. م نشان را بسط این (۲۱ .۵) رابطە ی ͬ کنیم. م منظور
بسط خطای ͬ کنیم. م محاسبه جملات البقͬ برحسب را تابع مشتق پس است، مشخص xi+1 و xi
معادله طرفین کردن تقسیم با ͬ کنیم م محاسبه را مشتق که هنگامͬ اما O(h2)است. مرتبە ی از تیلور
محاسبە ی برای آنجاییͺه از ͬ یابد. م O(h)کاهش به نیز مشتق دقت مرتبە ی h یعنͬ مشتق ضریب به
تفاضل رابطە ی (۲۱ .۵) معادلە ی به کردیم استفاده xi+1 یعنͬ جلوتر نقاط از xi نقطە ی در مشتق

ͬ شود. م گفته اول مرتبە ی مشتق برای (Forward Finite Difference) پیشرو محدود

f(xi+1) = f(xi) + hf ′(xi) +O(h2)

⇒ f ′i =
fi+1 − fi

h
+O(h) (۲۱ .۵)

محاسبە ی نحوە ی (۲۲ .۵) معادلە ی نمود. محاسبه را مشتق ͬ توان م نیز پیشین نقطە ی از استفاده با
ͬ دهد. م نشان را xi−1 پیشین نقطە ی برای xi نقطە ی تیلورحول بسط از استفاده با اول مرتبە ی مشتق
دقت ͬ شود. م گفته (Backward Finite Difference) پسرو محدود تفاضل رابطە ی معادله این به
مقدار از فقط مشتق، محاسبە ی برای پیشرو، حالت مانند و ͬ باشد م O(h) مرتبە ی از نیز معادله این

است. شده استفاده نقطه ۲ در تابع

fi−1 = fi − hf ′i +O(h2)⇒ f ′i =
fi − fi−1

h
+O(h) (۲۲ .۵)
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بطور داد. افزایش آن محاسبە ی در درگیر نقاط تعداد افزایش با ͬ توان م را اول مرتبە ی مشتق دقت
مشتق تا را بسط و بنویسیم xi−1 و xi+1 نقاط برای را xi نقطە ی حول تیلور بسط کنید فرض مثال
دانسته نقاط تمام در تابع مقادیر ͬ دهد. م نشان را معادلات این (۲۳ .۵) رابطە ی داریم. نگه ۲ مرتبە ی
ͬ باشد. م xi نقطە ی در تابع دوم و اول مرتبە ی مشتق معادله دو این مجهول تنها پس ͬ شود. م فرض
این خطای و ͬ آید م بدست اول مرتبە ی مشتق و حذف دوم مرتبە ی مشتق هم از معادله دو تفاضل با
پسین نقاط در تابع مقدار از مشتق این محاسبە ی در که کنید دقت است. O(h2) مرتبە ی از مشتق
و پیشرو به نسبت بالاتری دقت که مشتق محاسبە ی روش این به است. شده استفاده دو هر پیشین و

ͬ شود. م گفته (Central Finite Difference) مرکزی محدود تفاضل دارد پسرو


fi+1 = fi + hf ′i +

h2

2
f ′′i +O(h3)

fi−1 = fi − hf ′i +
h2

2
f ′′i +O(h3)

⇒ f ′i =
fi+1 − fi−1

2h
+O(h2) (۲۳ .۵)

در را بیشتری نقاط تعداد باید پسرو یا و پیشرو محدود تفاضل بالاتر دقت های به نیاز درصورت
نقطە ی ۲ در تابع مقدار از استفاده با (۲۵ .۵ و ۲۴ .۵) روابط مثال بطور کنیم. درگیر آن ها محاسبە ی
دیده که همانطور ͬ دهند. م ارائه اول مرتبە ی مشتق برای جدیدی رابطە ی عقب تر نقطە ی ۲ یا و جلوتر
رابطه دو این است. کرده پیدا ارتقاء O(h2) به O(h) از محاسبات دقت رابطه دو هر در ͬ شود م

ͬ شوند. م نامیده اول مرتبە ی مشتق برای O(h2) دقت با پسرو و پیشرو محدود تفاضلات


fi+1 = fi + hf ′i +

h2

2
f ′′i +O(h3)

fi+2 = fi + 2hf ′i +
(2h)2

2
f ′′i +O(h3)

⇒ f ′i =
−fi+2 + 4fi+1 − 3fi

2h
+O(h2)

(۲۴ .۵)


fi−1 = fi − hf ′i +

h2

2
f ′′i +O(h3)

fi−2 = fi − 2hf ′i +
(2h)2

2
f ′′i +O(h3)

⇒ f ′i =
fi−2 − 4fi−1 + 3fi

2h
+O(h2)

(۲۵ .۵)

در ͬ کنیم. م محاسبه را O(h2) دقت با مرکزی دوم مرتبە ی مشتق رابطە ی مثال آخرین عنوان به
و پسین نقطە ی برای xi نقطە ی حول را تیلور بسط ۲ مرتبه مشتق محاسبه برای (۲۶ .۵) رابطە ی
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است. xi نقطە ی در دو مرتبە ی مشتق اصلͬ مجهول و ͬ شود م تشͺیل معادله دو ͬ نویسیم. م آن پیشین
O(h2) مرتبە ی از خطا ͬ شود. م محاسبه xi−1, xi, xi+1 نقطە ی ۳ در تابع مقدار حسب بر دوم مشتق

ͬ باشد. م


fi+1 = fi + hf ′i +

h2

2
f ′′i +

h3

3!
f
(3)
i +O(h4)

fi−1 = fi − hf ′i +
h2

2
f ′′i −

h3

3!
f
(3)
i +O(h4)

⇒ f ′′i =
fi+1 − 2fi + fi−1

h2
+O(h2)

(۲۶ .۵)

و اول مرتبە ی مشتقات برای مرکزی و پسرو پیشرو، محدود تفاضلات روابط (۱ .۵) جدول در
دیده که همانطور شدە اند. محاسبه متفاوت دقت ۲ برای روابط مشتق، هر برای است. شده آورده دوم

هستیم. بیشتری نقاط در تابع داشتن به نیاز دقت افزایش برای ͬ شود م

Method Formulas Error Formulas Error

Forward f ′
i =

fi+1 − fi
h

O(h) f ′′
i =

fi+2 − 2fi+1 + fi
h2

O(h)

f ′
i =
−fi+2 + 4fi+1 − 3fi

2h
O(h2) f ′′

i =
−fi+3 + 4fi+2 − 5fi+1 + 2fi

h2
O(h2)

Backward f ′
i =

fi − fi−1

h
O(h) f ′′

i =
fi − 2fi−1 + fi−2

h2
O(h)

f ′
i =

3fi − 4fi−1 + fi−2

2h
O(h2) f ′′

i =
2fi − 5fi−1 + 4fi−2 − fi−3

h2
O(h2)

Centered f ′
i =

fi+1 − fi−1

2h
O(h2) f ′′

i =
fi+1 − 2fi + fi−1

h2
O(h2)

f ′
i =
−fi+2 + 8fi+1 − 8fi−1 + fi−2

12h
O(h4) f ′′

i =
−fi+2 + 16fi+1 − 30fi + 16fi−1 − fi−2

12h2
O(h4)

متفاوت. دقت دو با مرکزی و پسرو پیشرو، روش های به دوم و اول مرتبه مشتقات :۱ .۵ جدول
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۵ شماره: مثال

در را ربات این سرعت است. شده داده زیر جدول با زمان برحسب روبات ͷی مختصات
نمایید. محاسبه O(h2) دقت با t = 1(seⅽ)

t x y
0.0 0.500 1.500
0.1 0.564 1.536
0.2 0.678 1.574
0.3 0.814 1.598
0.4 0.943 1.591
0.5 1.038 1.538
0.6 1.069 1.421
0.7 1.009 1.225
0.8 0.830 0.934
0.9 0.503 0.531
1.0 0.000 0.000

آن از بعد دادە ای و کنیم محاسبه باید جدول نقطە ی آخرین در را سرعت آنجاییͺه از پاسخ:
پسرو روش از باید لذا کنیم، محاسبه را (سرعت) مشتق قبلͬ دادە های ͷمͺب باید و نداریم
محاسبه راستا دو هر برای را مشتق زیر رابطە ی از نیز شده خواسته دقت به توجه با کنیم. استفاده

ͬ کنیم. م

f ′i =
3fi − 4fi−1 + fi−2

2h

ẋ =
3(0.000)− 4(0.503) + (0.830)

2(0.1)
= −5.91(ⅿ̸seⅽ)

ẏ =
3(0.000)− 4(0.531) + (0.934)

2(0.1)
= −5.95(ⅿ̸seⅽ)

مشتق در زیاد خطای به منجر داده در خطاها کوچͺترین و است ناپایدار بسیار عددی مشتق گیری
کاملا را آن مشتق شͺل (b)، تابع در کم خطای ͷی چͽونه که ͬ دهد م نشان (۱۰ .۵) شͺل ͬ شود. م
از مشتق گیری برای لذا ͬ شود. م (ⅾ) شͺل به تبدیل (ⅽ) داریم انتظار که شͺلͬ از و ͬ دهد م تغییر
کنیم برازش را دادە ها رگرسیون از استفاده با است بهتر و ͬ شود نم توصیه درونیابی غیردقیق، دادە های

بͽیریم. مشتق  حاصل تابع از سپس و
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662 NUMERICAL DIFFERENTIATION

23.4.1 Differentiation versus Integration of Uncertain Data

Just as curve-� tting techniques like regression can be used to differentiate uncertain data, 

a similar process can be employed for integration. However, because of the difference 

in stability between differentiation and integration, this is rarely done.

 As depicted in Fig. 23.5, differentiation tends to be unstable—that is, it ampli� es 

errors. In contrast, the fact that integration is a summing process tends to make it very 

forgiving with regard to uncertain data. In essence, as points are summed to form an 

integral, random positive and negative errors tend to cancel out. In contrast, because 

differentiation is subtractive, random positive and negative errors tend to add.

 23.5 PARTIAL DERIVATIVES

Partial derivatives along a single dimension are computed in the same fashion as ordinary 

derivatives. For example, suppose that we want to determine to partial derivatives for a 

two-dimensional function, f(x, y). For equally-spaced data, the partial � rst derivatives can 

be approximated with centered differences,

0f

0x
5

f(x 1 ¢x, y) 2 f(x 2 ¢x, y)

2¢x
 (23.10)

0f

0y
5

f(x, y 1 ¢y) 2 f(x, y 2 ¢y)

2¢y
 (23.11)

FIGURE 23.5
Illustration of how small data 
 errors are amplifi ed by 
 numerical differentiation: 
(a) data with no error, (b) data 
modifi ed slightly, (c) the resulting 
numerical differentiation of 
curve (a), and (d) the resulting 
differentiation of curve (b) mani-
festing increased variability. In 
contrast, the reverse operation 
of integration [moving from 
(d) to (b) by taking the area un-
der (d)] tends to  attenuate or 
smooth data errors.
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(ⅾ) انتظار از دور بسیار نتایج به منجر (b)، نیستند دقیق که دادە هایی از مشتق گیری :۱۰ .۵ شͺل
ͬ شود. م

۱ شماره: تمرین

نمایید. محاسبه را سیمپسون روش دقت درجه
نمایید. محاسبه سیمپسون و تحلیلͬ روش به را زیر انتگرال مختلف، های α برای راهنمایی:

کنید. انتخاب تصادفͬ بصورت را انتگرال گیری باز ە ی

I =

∫ b

a

xα dx

۲ شماره: تمرین

ثانیه ۱ در را ͷموش حرکت مسیر طول است. شده داده زیر روابط با ͷموش ͷی حرکت مسیر
نمایید. استفاده مرکب سیمپسون روش از انتگرالͽیری برای نمایید. محاسبه خود حرکت اول
درصد ͷی از کمتر برشͬ نسبی خطای که نمایید انتخاب نحوی به را بازه تقسیمات تعداد

باشد.

x(t) = 0.5 + 0.3t+ 3.9t2 − 4.7t3

y(t) = 1.5 + 0.3t+ 0.9t2 − 2.7t3
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کنید. استفاده زیر رابطە ی از t2 و t1 زمان های بین مسیر طول محاسبە ی برای راهنمایی:

S =

∫ t2

t1

√
x′(t)2 + y′(t)2dt

۳ شماره: تمرین

و مرکب سیمپسون روش با دومͬ مرکب، ذوزنقە ی روش  با اولͬ ترتیب به را زیر انتگرال های
نمایید. محاسبه درصد ͷی نسبی خطای حداکثر با لژاندر⁃گاوس روش با را سومͬ

– I1 =

∫ 2π

0

sin t

t
dt

– I2 =

∫ π/2

−π/2
t cot(t) dt

– I3 =

∫ ∞
−∞

sech2(t) dt

۴ شماره: تمرین

ͬ آید: م بدست زیر رابطە ی از R شعاع یه لوله ͷی درون سیال حجمͬ دبی

Q =

∫ R

0

2πrv dr

سرعت مقادیر آزمایش ͷی در است. لوله مرکز از فاصلە  r و لوله در سیال سرعت v آن در که
حجمͬ دبی است. شده داده زیر جدول در 40 (cm) قطر به لولە ی ͷی در r برحسب سیال

نمایید. محاسبه زیر روش های با را سیال عبور
را دبی مقدار تحلیلͬ انتگرال با و نمایید برازش جدول دادە های به چندجملە ای ͷی الف)

نمایید. محاسبه
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نمایید. محاسبه را دبی و بͽیرید انتگرال جدول دادە های از سیمپسون روش از استفاده با ب)

Radius: r (cm) 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Velocity: v (m/s) 0.914 0.890 0.847 0.795 0.719 0.543 0.427 0.204 0

۵ شماره: تمرین

در پرنده است. شده داده زیر جدول با زمان برحسب کوادکوپتر، ͷی حرکت مختصات الف)
حرکت مسیر است. شده داده x − y صفحە ی در فقط مسیر لذا ͬ کند، م حرکت ثابت ارتفاع

نمایید. رسم x− y صفحە ی در را پرنده این
آورید. بدست را O(h4) دقت از مرکزی اول مرتبە ی مشتق رابطە ی ب)

بدست رابطە ی از استفاده با را پرنده توسط سرعت این به رسیدن لحظە ی و سرعت بیشینە ی ج)
دقت با را محاسبات ͬ توانید م مسیر آخر و اول لحظات در نمایید. محاسبه ب قسمت در آمده

دهید. انجام O(h2)
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t(sec) x(m) y(m)
0.000 0.000 4.500
0.165 0.036 4.725
0.331 0.274 5.319
0.496 0.863 6.060
0.661 1.854 6.664
0.827 3.186 6.866
0.992 4.694 6.504
1.157 6.144 5.555
1.323 7.288 4.127
1.488 7.918 2.406
1.653 7.918 0.594
1.819 7.288 ‐1.156
1.984 6.144 ‐2.764
2.150 4.694 ‐4.220
2.315 3.186 ‐5.549
2.480 1.854 ‐6.766
2.646 0.863 ‐7.846
2.811 0.274 ‐8.721
2.976 0.036 ‐9.298
3.142 0.000 ‐9.500

۶ شماره: تمرین

بردار است. شده داده زیر جدول در قطبی مختصات در رادار توسط هواپیما ͷی موقعیت
نمایید. محاسبه ممͺن روش دقیق ترین با t = 206 (seⅽ) در را هواپیما شتاب و سرعت

t (sec) 200 202 204 206 208 210
θ (rad) 0.75 0.72 0.70 0.68 0.67 0.66
r (m) 5120 5370 5560 5800 6030 6240

ͬ شوند. م محاسبه زیر روابط از شتاب و سرعت بردار های قطبی مختصات در راهنمایی:

v⃗ = ṙe⃗r + rθ̇e⃗θ و a⃗ = (r̈ − rθ̇2)e⃗r + (rθ̈ + 2ṙθ̇)e⃗θ



۶ فصل

معمولͬ دیفرانسیل معادلات

مͬ گفته دیفرانسیل معادلات اند، شده تشͺیل آن مشتقات و ناشناخته تابع ͷی از که معادلاتͬ به
دیفرانسیل، معادلە ی در ͬ کنند. م بازی مهندسͬ و علوم در اساسͬ نقشͬ دیفرانسیل معادلات شود.
وابسته، متغیر که را کمیتͬ ͬ شود. م نامیده وابسته متغیر که است متمایزی کمیت ناشناخته، تابع
معادله ، باشد مستقل متغیر ͷی شامل تابع وقتͬ ͬ نامند. م مستقل متغیر ͬ کند، م تغییر آن به نسبت
معادله، نوع این کنار در ͬ شود. م گفته (Ordinary Differential Equation) معمولͬ دیفرانسیل
متغیر چند یا دو شامل که دارد وجود (Partial Differential Equation) جزئͬ دیفرانسیل معادله
تقسیم بندی نیز است، معادله در مشتق بالاترین که مرتبه نظر از دیفرانسیل معادلات است. مستقل

است. دوم مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادلە ی ͷی زیر معادلە ی مثال بطور ͬ شوند. م

m
d2x

dt2
+ c

dx

dt
+ kx = 0 (۱ .۶)

ͬ باشند. م معادله پارامتر های k و c ،m همچنین است. مستقل متغیر t و وابسته متغیر x آن در که
در و است متصل k سختͬ به فنر ͷی به که m جرم به جسم ͷی x مͺان دیفرانسیل معادلە ی این
از جسم این سرعت ͬ کند. م توصیف t زمان حسب بر را ͬ کند م حرکت c میرایی ثابت با محیطͬ

ͬ آید. م بدست زیر رابطە ی

v =
dx

dt
(۲ .۶)

ͬ شود. م حاصل (۳ .۶) دیفرانسیل معادلە  (۱ .۶) دیفرانسیل معادله در (۲ .۶) رابطه جایͽذاری با

m
d

dt
(
dx

dt
) + c(

dx

dt
) + kx = 0 ⇒ m

dv

dt
+ cv + kx = 0

⇒ dv

dt
= − c

m
v − c

m
x (۳ .۶)

۱۲۳
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دیفرانسیل معادلە ی دو به را (۱ .۶) دو مرتبە ی دیفرانسیل معادله ترفند، این با خلاصه بطور
معادلات که ͬ کنیم م مطالعه را عددی روش های فصل این در ͬ کنیم. م تبدیل (۳ .۶ و ۲ .۶) اول مرتبه

حل کنند. ͬ توانند م را زیر عمومͬ شͺل به اول مرتبه دیفرانسیل

dx

dt
= f(x, t) (۴ .۶)

مانند متغیرهایی تغییر ͷمͺب را معادله باید ابتدا بالاتر، مرتبه دیفرانسیل معادلات حل برای لذا
کنیم. تبدیل اول مرتبه دیفرانسیل معادلات از دستگاە ای به (۲ .۶)

تیلور بسط روش ۱ .۶
وابسته متغیر تیلور بسط از استفاده معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل برای کارآمد روش های از ͬͺی

بͽیرید. نظر در را شده مشخص شرایط با زیر معادلە ی روش، این بررسͬ و شروع برای است.


dy

dx
= f(x, y)

y(0) = y0 اولیه شرایط
(۵ .۶)

مستقل و وابسته متغیر آن در که ͬ باشد م اول مرتبه دیفرانسیل معادله (۴ .۶) معادله مانند معادله این
مرتبه دیفرانسیل معادلە ی خصوصͬ حل برای نیاز مورد شرط ͷی عنوان به ͬ باشند. م x و y ترتیب به
ͬ شود. م گفته نیز اولیه شرایط آن به که است شده داده x = 0 بازاء را y وابسته متغیر مقدار اول،
قسمت، این در است. x دیͽر مقادیر بازاء y وابسته متغیر آوردن بدست (۵ .۶) معادله حل از هدف
تیلور بسط ͷمͺب و داریم را yi = y(xi) یعنͬ xi نقطە ی در y مقدار ͬ کنیم م فرض کلͬ حالت در

ͬ کنیم. م محاسبه را xi+1 نقطە ی در آن مقدار

yi+1
∼= yi + y′ih+

y′′i h
2

2
+
y
(3)
i h3

3!
+ . . .+

y
(n)
i hn

n!

where: y′i =
dy

dx

∣∣∣∣
x=xi

= f(xi, yi), y′′i =
df(x, y(x))

dx

∣∣∣∣
x=xi, y=yi

, . . .

Rn =
hn+1

(n+ 1)!

(
dnf(x, y)

dxn

)∣∣∣∣
x=ξ, y=y(ξ)

(۶ .۶)

بالاتر مراتب مشتقات گام، به گام روش، این در است. xi+1 و xi نقطە ی دو فاصلە ی h آن در که
موضعͬ برشͬ خطای (۶ .۶) رابطە ی در شده ارائه خطای شوند. محاسبه باید f(x, y) تابع روی از y
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قبلͬ نقاط محاسبات خطای بالاتر، iهای به محاسبات رفتن پیش با که داشت توجه باید اما است.
سراسری خطای را برشͬ خطای این ͬ یابد. م انتشار هستیم محاسبه حال در که نقطه این خطای به
جملات بیشتر تعداد از استفاده قطعا است. بدتری تقریب موضعͬ، خطای از مرتبه ͷی که ͬ نامیم م
از تقریب، اولین در ͬ دهد. م کاهش را برشͬ خطای و افزایش را محاسبات دقت تقریب، برای بسط
نامیده (Euler’s Method) اویلر روش تقریب این ͬ کنیم. م استفاده n = 1 مرتبە ی برای تیلور بسط

ͬ شود. م

yi+1
∼= yi + f(xi, yi)h (۷ .۶)

R1 =
1

2
h2f ′(xi, yi) = O(h2)

  25
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Runge-Kutta Methods

This chapter is devoted to solving ordinary differential equations of the form

dy

dx
5 f(x, y)

In Chap. 1, we used a numerical method to solve such an equation for the velocity of 

the falling parachutist. Recall that the method was of the general form

New value 5 old value 1 slope 3 step size

or, in mathematical terms,

yi11 5 yi 1 fh (25.1)

According to this equation, the slope estimate of f is used to extrapolate from an old value 

yi to a new value yi 1 1 over a distance h (Fig. 25.1). This formula can be applied step by 

step to compute out into the future and, hence, trace out the trajectory of the solution.

FIGURE 25.1
Graphical depiction of a one-
step method.

y

x

Step size = h

Slope =

xi xi + 1

yi + 1 = yi + h

معمولͬ. دیفرانسیل معادلات حل برای اویلر روش :۱ .۶ شͺل

شیب در گام اندازە ی حاصل ضرب از xi+1 و xi نقطە  ی دو در تابع مقدار اختلاف اویلر روش در
داده نشان جزییات این (۱ .۶) شͺل در ͬ آید. م بدست است f(xi, yi) همان که xi نقطە ی در تابع
از گام هر در آنجاییͺه از است. O(h2) مرتبە ی از اویلر روش موضعͬ برشͬ خطای است. شده
محاسبە ی برای ͬ شود، م افزوده موضعͬ برشͬ خطای واحد ͷی سراسری برشͬ خطای به محاسبه
برداشته گام های تعداد در را موضعͬ خطای باید محاسباتͬ، بازە ی انتهای در سراسری برشͬ خطای
برشͬ خطای لذا ͬ آید. م بدست h گام ها فاصلە ی بر بازه تقسیم از نیز گام ها تعداد کنیم. ضرب شده
روش در محاسبات از بیشتری جزييات با زیر مثال در است. O(h) مرتبه از اویلر روش در سراسری

ͬ شویم. م آشنا اویلر
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۱ شماره: مثال

x ∈ [0, بازە ی[5 در اویلر روش از استفاده با و شده داده اولیه شرایط با را زیر دیفرانسیل معادله
بͽیرید. h = 0.5 را گام ها اندازە ی نمایید. محاسبه

dy

dx
= 4 exp(0.8x)− 0.5y, y(0) = 2

بررسͬ برای است. شده آورده زیر در و است محاسبه قابل دیفرانسیل معادله تحلیلͬ پاسخ
کنید. استفاده پاسخ این از ͬ توانید م محاسبات دقت

yexaⅽt =
4

1.3
(exp(0.8x)− exp(−0.5x)) + 2 exp(−0.5x)

ͬ آوریم م بدست را زیر بازگشتͬ رابطە ی گام هر برای (۷ .۶) رابطە ی از استفاده با

yi+1 = yi + h(4 exp(0.8xi)− 0.5yi)

(e.g.) y(0.5) = y1 = 2 + 0.5(4 exp(0)− 0.5(2)) = 3.5

نیز را دقیق نسبی خطای است، شده داده مساله صورت در که تحلیلͬ پاسخ از استفاده با
و تحلیلͬ اویلر، پاسخ های ،x مقادیر چپ ستون از ترتیب به زیر جدول در ͬ کنیم. م محاسبه

است. افزایش حال در گام به گام نسبی خطای است. شده آورده دقیق نسبی خطای

x yexact yeuler ϵt
0.5 3.752 3.5 0.067
1. 6.195 5.609 0.095
1.5 9.707 8.658 0.108
2. 14.844 13.133 0.115
2.5 22.427 19.756 0.119
3. 33.677 29.595 0.121
3.5 50.412 44.243 0.122
4. 75.339 66.071 0.123
4.5 112.496 98.619 0.123
5. 167.906 147.16 0.124



استفاده تیلور بسط بالاتر مرتبە های از ͬ توانیم م برشͬ خطای مرتبە ی کاهش و دقت بردن بالا برای
n = مرتبە ی2 تیلور بسط با مثال بطور ͬ یابد. م افزایش نیز محاسبات پیچیدگͬ نسبت همان به که کنیم



۱۲۷ تیلور بسط روش .۱ .۶

ͬ دهیم. م ادامه

yi+1
∼= yi + f(xi, yi)h+ f ′(xi, yi)

h2

2

f ′(xi, yi) =
d

dx
f(x, y)

∣∣∣∣
xi, yi

=
∂f

∂x
+ (

dy

dx
)︸︷︷︸

f(x,y)

∂f

∂y

∣∣∣∣
xi, yi

yi+1
∼= yi + f(xi, yi)h+ (∂xf + f ∂yf)

h2

2

∣∣∣∣
xi, yi

(۸ .۶)

۲ شماره: مثال

کنید. مقایسه را پاسخ ها و حل n = 2 مرتبە ی تیلور روش با را (۱) مثال

به نیاز شروع برای کنیم. استفاده باید (۸ .۶) رابطە ی از بازگشتͬ رابطە ی آوردن بدست برای
داریم. f(x, y) تابع جزئͬ مشتقات

f(x, y) = 4 exp(0.8x)− 0.5y ⇒

 ∂xf(x, y) = 3.2 exp(0.8x)

∂yf(x, y) = −0.5

yi+1
∼= yi + f(xi, yi)h+ (∂xf + f ∂yf)

h2

2

∣∣∣∣
xi, yi

yi+1
∼= yi + (4 exp(0.8xi)− 0.5yi)h

+
(
3.2 exp(0.8xi) + (4 exp(0.8xi)− 0.5yi)(−0.5)

)
h2/2

yi+1
∼= yi +

(
4 exp(0.8xi)− 0.5yi

)
h+

(
1.2 exp(0.8xi) + 0.25yi

)
h2/2

دوم مرتبه تیلور و (۳ اویلر(ستون یا اول مرتبه تیلور ،(۲ (ستون دقیق پاسخ زیر جدول در
و ۴ ستون های در دوم و اول مرتبه تیلور برای دقیق نسبی خطای است. شده آورده (۵ (ستون
O(h2)و دوم مرتبه تیلور خطای که ͬ کند م تایید خطاها ستون دو مقایسه ͬ شوند. م مشاهده ۶

است. O(h) اول مرتبه تیلور
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

x yexact yeuler ϵt ytaylor2 ϵt2
0.5 3.752 3.5 0.067 3.712 0.01
1. 6.195 5.609 0.095 6.108 0.014
1.5 9.707 8.658 0.108 9.557 0.015
2. 14.844 13.133 0.115 14.604 0.016
2.5 22.427 19.756 0.119 22.059 0.016
3. 33.677 29.595 0.121 33.12 0.017
3.5 50.412 44.243 0.122 49.575 0.017
4. 75.339 66.071 0.123 74.086 0.017
4.5 112.496 98.619 0.123 110.625 0.017
5. 167.906 147.16 0.124 165.112 0.017



رانگ⁃کوتا روش ۲ .۶

هرچند ͬ دهد، م افزایش را محاسبات دقت بسط، بالاتر مراتب از استفاده که دیدیم تیلور روش در
از بالاتر مشتقات محاسبه بخصوص محاسبات پیچیدگͬ ͬ شود، م دیده (۸ .۶) روابط در که همانطور
مشتقات در شدن درگیر بدون ͬ کنیم م سعͬ رانگ⁃کوتا روش در ͬ یابد. م افزایش f(x, y) تابع طریق
مقدار تا داریم تصمیم کلͬ حالت در کنیم. استفاده نوعͬ به تیلور بسط بالاتر مراتب از بالاتر، مراتب

آوریم. بدست زیر رابطە ی طریق از را بعدی نقطە ی در وابسته متغیر

yi+1 = yi + ϕ(xi, yi, h) h

ϕ(xi, yi, h) = a1k1 + a2k2 + . . .+ ankn (۹ .۶)

n جمع از تابع این ͬ نامیم. م (Increment Function) رشد تابع را ϕ(x,yi, h) تابع آن در که
جنس از نتیجه در و y وابستە  متغیر مشتق جنس از k توابع ͬ آید. م بدست a ثابت ضرایب با k تابع
محاسبه باید که است خاصͬ نقطە ی در اما f تابع همان واقع در k تابع هر هستند. f(x, y, h) تابع
و است گاوس انتگرال گیری روش مانند رانگ⁃کوتا روش در بͺاررفته ترفند زیادی حدود تا شود.

شͺل به را k توابع است. مساله مجهولات از تابع محاسبە ی محل نیز اینجا
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k1 = f(xi, yi)

k2 = f(xi + p1h, yi + q11k1h)

k3 = f(xi + p2h︸ ︷︷ ︸
x

, yi + q21k1h+ q22k2h︸ ︷︷ ︸
y

)

...
kn = f(xi + pn−1h, yi + qn−1,1k1h+ qn−1,2k2h+ . . .+ qn−1,n−1kn−1h)(۱۰ .۶)

بͽیرید. نظر در را k3 تابع مثال بطور هستند. ثابتͬ مقادیر qها و pها آن در که ͬ کنیم م محاسبه
عبارت نتیجه در ͬ باشند. م f جنس هم و وابسته متغیر مشتق جنس از kها شد گفته که همانطور
به توجه با که است x مستقل متغیر جنس از و x محور روی مͺانͬ واقع در k3 تابع در xi + p2h

از kh حاصلضرب دیͽر سوی از دارد. p2 ثابت به بستگͬ آن دقیق محل ،xi و h مشخص مقادیر
در y محور روی مͺانͬ معرف k3 تابع در yi + q21k1h + q22k2h عبارت لذا و ͬ باشد م y جنس
در پس ͬ باشد. م q22 و q21 ثابت مقادیر به وابسطه نیز آن دقیق محل است. yi+1 و yi بین فاصلە ی
در kها تعداد افزایش با رانگ⁃کوتا روش دقت ͬ باشد. م q و p ثابت های محاسبە ی هدف نهایت
n مرتبە ی رانگ⁃کوتا برای سراسری برشͬ خطای که کرد اثبات ͬ توان م ͬ یابد. م افزایش رشد تابع

ͬ کنیم. م محاسبه را ۲ مرتبه رانگ⁃کوتا ضرایب شروع، برای ͬ باشد. م O(hn) مرتبە ی از

yi+1 = yi + (a1k1 + a2k2)h

k1 = f(xi, yi) = fi
k2 = f(xi + p1h, yi + q11k1h)

= f(xi, yi) + p1h∂xf + q11k1h∂yf +O(h2)
= fi + p1h∂xf + q11fih∂yf +O(h2)

yi+1 = yi +
(
a1fi + a2(fi + p1h∂xf + q11fih∂yf)

)
h

yi+1 = yi + (a1 + a2)fih+ a2(p1∂xf + q11fi∂yf)h
2 (۱۱ .۶)

راستا های در جزيی وردش با (۱۱ .۶) روابط در داریم، yi و xi نقطە ی در را f تابع آنجاییͺه از
h توان های برحسب را جملات سپس کردە ایم. محاسبه نظر مورد جدید نقطە ی در را f تابع y و x
با نهایت در و باشد. مقایسه قابل ، (۸ .۶) رابطە ی خود، مرتبه هم تیلور سری با تا نمودە ایم مرتب

آوریم. بدست ͬ توانیم م را زیر معادلات مقایسه این
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
(a1 + a2)fi = fi ⇒ a1 + a2 = 1

a2(p1∂xf + q11fi∂yf) =
1
2(∂xf + fi∂yf) ⇒

{
a2p1 = 1/2
a2q11 = 1/2

(۱۲ .۶)

است. تا ۳ تنها q11 و a1, a2, p1 مجهول ۴ برای آمده بدست معادلات تعداد (۱۲ .۶) روابط در
۲ مرتبه رانگ⁃کوتای روش ͷی تنها عبارتͬ به داریم. ثابت ها انتخاب در آزادی درجە ی ͷی پس
۲ مرتبە ی رانگ⁃کوتای روش ͷی آمده پیش آزادی درجه تک برای انتخابی هر با و ندارد وجود
ضرایب برای زیر مقادیر به منجر که شود انتخاب a1 = 0 مثلا است معمول اما ͬ شود. م حاصل

ͬ شود. م

a1 = 0⇒
{

a2 = 1
p1 = q11 = 1/2

(۱۳ .۶)

ͬ شود. م خلاصه (۱۴ .۶) روابط صورت به ۲ مرتبه رانگ⁃کوتای روش ضرایب این با نهایت در و
ͬ توانیم م تابع دو این داشتن با ͬ کنیم. م محاسبه را k2 سپس و k1 ابتدا که است شده مشخص روابط در
رانگ⁃ ضرایب، این انتخاب این با کنیم. محاسبه xi+1 جدید نقطە ی در را y وابستە ی متغیر مقدار
نحوە ی (۲ .۶) شͺل است. مشهور نیز (MidpointMethod) میانͬ نقطه روش به ۲ مرتبە ی کوتای

ͬ دهد. م نمایش را میانͬ) (نقطە ی ۲ مرتبە ی رانگ⁃کوتای روش در yi+1 نقطە ی آوردن بدست

 k1 = f(xi, yi)

k2 = f(xi + h/2, yi + k1h/2)
→ yi+1 = yi + (k2)h (۱۴ .۶)

۳ شماره: مثال

۲ مرتبە ی رانگ⁃کوتای روش از استفاده با شده، داده اولیه شرایط با را زیر دیفرانسیل معادله
نمایید. محاسبه h = 0.5 گام  اندازە ی با و x ∈ [0, 5] بازە ی برای را مساله نمایید. محاسبه

ln(y′) + y = sin(x)

y[0] = 1



۱۳۱ رانگ⁃کوتا روش .۲ .۶
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FIGURE 25.11
Comparison of the true solution 
with a numerical solution using 
Euler’s and Heun’s methods for 
the integral of y9 5 22x3 1 
12x2 2 20x 1 8.5.

y

5

x

True solution

Euler’s method

Heun’s method

3

y

xxi + 1xi

y Slope = f(xi + 1/2, yi + 1/2)

xxi + 1/2xi

(b)

(a)

Slope = f (xi + 1/2, yi + 1/2)

FIGURE 25.12
Graphical depiction of the 
midpoint method. 
(a) Eq. (25.25) and 
(b) Eq. (25.27).

معمولͬ. دیفرانسیل معادلات حل برای میانͬ) (نقطە ی ۲ مرتبە ی رانگ⁃کوتای روش :۲ .۶ شͺل

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(xi,yi):
return np.exp(np.sin(xi)-yi)

def k1(xi,yi):
return f(xi,yi)

def k2(xi,yi,h):
x_ = xi + h/2
y_ = yi + k1(xi,yi)*h/2
return f(x_,y_)

def yi1(xi,yi,h):
return yi + k2(xi,yi,h)*h

h = 0.5
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x0 = 0
y0 = 0
x = [x0]
y = [y0]
for i in range(1,int(5/h)+1):

x_ = x[-1]
y_ = y[-1]
x_new = x_ + h
y_new = yi1(x_,y_,h)
x.append(x_new)
y.append(y_new)

fig = plt.figure()
ax = fig.add_axes((0.15, 0.15, 0.7, 0.7))
plt.plot(x,y)
plt.xlabel('x')
plt.ylabel('y')
ax.spines['right'].set_color('none')
ax.spines['top'].set_color('none')
fig.text(0.5, 0.9, r'Solution for

$\ln(y^{\prime}) + y = \sin(x)$ using Runge-Kutta2',
ha='center')

plt.show()

for i in range(len(x)):
print(f"{x[i]:0.1f} & {y[i]:0.3f} \\\\")
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

x y
0.0 0.000
0.5 0.499
1.0 0.969
1.5 1.362
2.0 1.650
2.5 1.836
3.0 1.944
3.5 2.006
4.0 2.043
4.5 2.069
5.0 2.092



استفاده که روش هایی از ͬͺی داد. توسعه بالاتر مراتب به ͬ توان م را ۲ مرتبە ی رانگ⁃کوتا روش
از سراسری برشͬ خطای روش این است. ۴ مرتبە ی رانگ⁃کوتای روش است، متداول بسیار آن از
شوند. محاسبه ترتیب به k توابع ابتدا باید ۲ مرتبە ی رانگ⁃کوتای روش مانند O(h4)دارد. مرتبە ی
روش مانند مساله ثابت ضرایب محاسبە ی نحوە ی است. نیاز قبلͬ k ی به k هر محاسبە ی برای زیرا
ضرایب محاسبە ی از بعد است. ͬ تر طولان قدری محاسبات قطعا البته ͬ باشد. م ۲ مرتبه رانگ⁃کوتای
(۱۵ .۶) روابط شͺل به معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل برای ۴ مرتبە ی رانگ⁃کوتای روابط ثابت،

ͬ شود. م خلاصه



k1 = f(xi, yi)

k2 = f(xi +
1
2h, yi +

1
2k1h)

k3 = f(xi +
1
2h, yi +

1
2k2h)

k4 = f(xi + h, yi + k3h)

→ yi+1 = yi +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)h(۱۵ .۶)

دیفرانسیل معادلات دستگاە های ۳ .۶

به {y1, y2, . . . , yn} متغیر n تعداد آن در که ͷی مرتبە ی معمولͬ دیفرانسیل معادله n دستگاه ͷی
ͬ شود. م نوشته زیر شͺل به کلͬ حالت در دستگاه این بͽیرید. نظر در را شدە اند جفت هم
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

dy1
dx

= f1(x, y1, y2, . . . , yn)

dy2
dx

= f2(x, y1, y2, . . . , yn)

...

dyn
dx

= fn(x, y1, y2, . . . , yn)

(۱۶ .۶)

قبل قسمت های در که دیفرانسیل معادله تک حل با چندان معادلات، دستگاه این حل روش
تمام و مستقل متغیر مقادیر بالا معادلات از ͷی هر حل هنگام در نیست. متفاوت کردیم، بررسͬ
گام در وابسته متغیر های مقادیر آن ها از استفاده با و ͬ باشند م مشخص iام گام در وابسته متغیر n
روابط اویلر روش با شده جفت دیفرانسیل معادله دو حل برای مثال بطور ͬ کنیم. م محاسبه را i+1ام

نحوه برداری شͺل در روابط دادن قرار با شد. خواهد زیر شͺل به y2 و y1 محاسبە ی برای بازگشتͬ
ͬ شود. م درک تر قابل و سادە تر محاسباتͬ روش بیان

{
y1,i+1 = y1,i + f1(xi, y1,i, y2,i)h
y2,i+1 = y2,i + f2(xi, y1,i, y2,i)h

⇒
[
y1
y2

]
i+1

=

[
y1
y2

]
i

+

[
f1
f2

]
i

h

⇒ y⃗i+1 = y⃗i + f⃗(xi, y⃗i)h (۱۷ .۶)

تعمیم زیر شͺل به دیفرانسیل معادله و وابسته متغیر بیشتر تعداد به ͬ توان م را برداری بیان این
داد.



y⃗ =


y1
y2
...
yn



f⃗(x, y⃗) =


f1(x, y⃗)
f2(x, y⃗)

...
fn(x, y⃗)


⇒ d

dx
y⃗ = f⃗(x, y⃗) (۱۸ .۶)
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رانگ⁃ اویلر، تیلور، (بسط روشͬ هر از ͬ توان م ، x نقطە ی ͷی در y⃗ بردار مقدار داشتن با
روش برداری شͺل مثال طور به نمود. محاسبه را آن بعدی نقاط در برداری، شͺل به (... و کوتا

ͬ شود. م نوشته (۱۹ .۶) رابطە ی شͺل به (۱۴ .۶) رابطە ی از الهام با ۲ مرتبە ی رانگ⁃کوتای k⃗1 = f⃗(xi, y⃗i)

k⃗2 = f⃗(xi + h/2, y⃗i + k⃗1h/2)

→ y⃗i+1 = y⃗i + k⃗2h (۱۹ .۶)

۴ شماره: مثال

آوریم بدست را کوید⁃ ۱۹ مانند همە گیری بیماری ͷی دیفرانسیلͬ مدل داریم قصد مثال این در
نماییم. حل را حاکم دیفرانسیلͬ معادلات ۴ رونگ⁃کوتای روش با سپس و

این آشنایی و شروع برای دارد. وجود SIR نام با واگیردار بیماری های در سادە ای بسیار مدل
جامعه ͷی در سالم، هنوز اما بیماری به مستعد افراد تعداد معرف S متغیر کنید فرض مدل،
متغیر ها این باشند. بهبودیافته افراد تعداد و مبتلا افراد تعداد ترتیب به R و I متغیر و باشند
بهبود شانس کنید فرض همچنین ͬ کنند. م تغییر زمان گذشت با و هستند t زمان تابع ͬͽهم
روز هر در باشد، داشته وجود جامعه در بیمار I اگر پس باشد. γ روز هر در بیمار هر یافتن
که بنویسیم اینگونه ریاضͬ زبان به ͬ توانیم م ͬ کنند. م پیدا بهبود بیماران جمعیت از γI تعداد

d

dt
R(t) = γI(t) (۲۰ .۶)

ͬ کند، م حرکت جامعه در که سالم فرد ͷی باشد، نفر I نفری N جامعە ی در بیماران تعداد اگر
هر در اگر و است. بیمار فرد آن ͬ شود، م مواجه که فردی هر با I/N احتمال به روز هر در
سالم افراد از βSI/N تعداد روز هر در پس باشد، β شود مبتلا سالم فرد اینکه شانس تماس

است. زیر شͺل به نیز مطلب این ریاضͬ بیان ͬ شود. م کاسته

d

dt
S(t) = −βS(t) I(t)

N
(۲۱ .۶)

بهبود افراد به چه هر و است. شده اضافه بیماران به یعنͬ شود کم سالم افراد از هرچه نهایت در
است. شده کاسته بیماران تعداد از یعنͬ شود اضافه یافته

d

dt
I(t) = +βS(t)

I(t)

N
− γI(t) (۲۲ .۶)
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دیفرانسیل معادلات دستگاه ͷی تشͺیل (۲۲ .۶،۲۱ .۶،۲۰ .۶) معمولͬ دیفرانسیل معادله سه
چه و طبیعͬ چه میر و مرگ از ساده مدل این در کنید دقت ͬ دهند. م R و S, I مجهول ۳ با
این بعدی گام های در که است شده صرفنظر جامعه در ولد و زاد نیز و بیماری این از ناشͬ

گردد. لحاظ باید نیز موارد
است. ثابت و نفر میلیون N = 80 مطالعه، مورد جامعه کل جمعیت کنید فرض مساله: طرح
و سرایت نرخ همچنین ͬ شوند. م بیمار نحوی به ناگهان جامعه 0.01% کنید فرض همچنین
مدل معادلات دستگاه باشد. γ = 10% و β = 50% ترتیب به بیماری این در بهبود نرخ
حسب بر را یافته بهبود و مبتلا مستعد، دستە ی سه هر در افراد تعداد منحنͬ و حل را SIR

بͺشید. زمان

پاسخ:
یعنͬ است. ثابت کل جمعیت که کنید دقت

I(t) + R(t) + S(t) = N = 80

مستقل معادلات از تا ۲ فقط و شوند حل هم با معادله ۳ هر نیست نیازی قید این وجود با
آن ها روی از سپس ͬ کنیم، م حل را مساله S(t) سالم و I(t) مبتلا تعداد برای فقط لذا هستند.
بدست را دیفرانسیل معادله برداری شͺل آمد. خواهد بدست نیز R(t) یافتگان بهبود تعداد

ͬ آوریم. م

y⃗ =

[
S
I

]
, f⃗ =

[
−βSI/N
+βSI/N − γI

]
(۲۳ .۶)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(xi,yi,**par):
si,ii = yi[0],yi[1]
beta = par["beta"]
gamma = par["gamma"]
N = par["N"]
f_ = [
- beta * si * ii / N,
+ beta * si * ii / N - gamma * ii
]
return f_
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def k1(xi,yi,**par):
return f(xi,yi,**par)

def k2(xi,yi,**par):
h = par["h"]
x_ = xi + h/2
y_ = [yi_ + k1_*h/2 for yi_,k1_ in zip(yi,k1(xi,yi,**par))]
return f(x_,y_,**par)

def k3(xi,yi,**par):
h = par["h"]
x_ = xi + h/2
y_ = [yi_ + k2_*h/2 for yi_,k2_ in zip(yi,k2(xi,yi,**par))]
return f(x_,y_,**par)

def k4(xi,yi,**par):
h = par["h"]
x_ = xi + h
y_ = [yi_ + k3_*h for yi_,k3_ in zip(yi,k3(xi,yi,**par))]
return f(x_,y_,**par)

def yi1(xi,yi,**par):
h = par["h"]
yi1_ = [yi_ + (h/6) * (k1_+2*k2_+2*k3_+k4_)

for yi_,k1_,k2_,k3_,k4_ in zip(yi,k1(xi,yi,**par),k2(xi,yi,**par),
k3(xi,yi,**par),k4(xi,yi,**par))
]

return yi1_

N = 80
i0 = (0.01/100.0)*N
s0 = N-i0
gamma = 10.0/100.0
beta = 50.0/100.0

h = 0.1
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T = 100
Nsteps = int(T/h)

yy = [[s0,i0]]
tt = [0]

for i in range(1,Nsteps):
y_ = yy[-1]
t_ = tt[-1]

t_new = t_ + h
y_new = yi1(t_,y_,h=h,gamma=gamma,beta=beta,N=N)

tt.append(t_new)
yy.append(y_new)

S = [i[0] for i in yy]
I = [i[1] for i in yy]
R = [N - i[0] - i[1] for i in yy]
t = tt

fig = plt.figure()
ax = fig.add_axes((0.15, 0.15, 0.7, 0.7))
plt.plot(t,S,"b-",label="Susceptible")
plt.plot(t,I,"r-",label="Infectious")
plt.plot(t,R,"g-",label="Recovered")
plt.xlabel('time (days)')
plt.ylabel('population (million persons)')
ax.spines['right'].set_color('none')
ax.spines['top'].set_color('none')
plt.legend()

plt.show()

نیز k4 تا k1 توابع همچنین و f تابع است. شده گرفته نظر در h = 0.1 گام ها اندازە ی کد در
کنید. دقت توابع در پارامترها انتقال نحوە ی به شدە اند. تعریف تایی دو لیست ͷی بصورت



۱۳۹ بالاتر مراتب از دیفرانسیل معادلات .۴ .۶

مشاهده بیماری ͷپی روز ۲۵ از بعد همە گیری شروع از بعد ͬ شود م دیده که همانطور پاسخ در
ͷپی زمان در اما یافتە اند. بهبود و مبتلا بیماری این به همه تقریبا ماه ۲ از بعد سپس و ͬ شود م
به زیادی بسیار فشار این و بود خواهند بیمار روز چند در جامعه افراد درصد ۵۰ به ͷنزدی

ͬ کند. م وارد بیمارستان ها و درمان سیستم

بالاتر مراتب از دیفرانسیل معادلات ۴ .۶

شدیم. آشنا اول مرتبه دیفرانسیل معادلات عددی حل برای مختلفͬ روش های با فصل این طول در
مرتبە ی از دیفرانسیل معادله ͷی ͬ کنیم. م بررسͬ را بالاتر مراتب دیفرانسیل معادلات قسمت این در

است. زیر شͺل به n

dny

dxn
= f

(
x, y, y′, y(2), . . . , y(n−2), y(n−1)

)
(۲۴ .۶)

مرتبه دیفرانسیل معادله n دستگاه ͷی به باید را n مرتبە ی دیفرانسیل معادله ͷی ابتدا حل برای
ͬ کنیم. م استفاده زیر متغیر تغییر از منظور این برای کنیم. تبدیل ۱
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

y1 = y

y2 = y′ =
dy

dx...

yn = y(n−1) =
dn−1y

dxn−1

⇒



dy1
dx

= y2

dy2
dx

= y3

...

dyn−1
dx

= yn

dyn
dx

= f(x, y1, y2, . . . , yn)

(۲۵ .۶)

برداری دیفرانسیل معادلە ی شͺل به n مرتبە ی دیفرانسیل معادلە ی برداری نمایش از استفاده با
ͬ شود. م ساده زیر اول مرتبه



y⃗ =


y1
y2
...

yn−1
yn



f⃗(x, y⃗) =


y2
y3
...

yn−1
f(x, y⃗)



⇒ d

dx
y⃗ = f⃗(x, y⃗) (۲۶ .۶)

۵ شماره: مثال

موقعیت به استوانه اگر است. h = r شͺل، در شده داده نشان شناور استوانە ی تعادل موقعیت
ͬ شود: م آن حرکت توصیف دیفرانسیل معادله شود، آزاد و شده جابجا h = 1.5r
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ÿ =
2

π

(
tan−1

1− y√
2y − y2

+ (1− y)
√
2y − y2

)
(۲۷ .۶)

کنید. محاسبه ۴ رانگ⁃کوتای روش با y برای را دیفرانسیل معادله است. y = h/r آن در که
را استوانه نوسانات تناوب دور منحنͬ از استفاده با و نمایید رسم را زمان برحسب y منحنͬ

آورید. بدست

پاسخ:
شده داده توضیح روش با باید و ͬ باشد م دو مرتبه دیفرانسیل معادله استوانه نوسانات معادله

شود. تبدیل ͷی مرتبه معادله دو به (۲۵ .۶) روابط در


ẏ = v

v̇ =
2

π

(
tan−1

1− y√
2y − y2

+ (1− y)
√
2y − y2

)
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(xi,yi,**par):
y,v = yi[0],yi[1]
f_ = [

v,
2/np.pi * (np.arctan((1-y)/(np.sqrt(2*y-y**2)))
+(1-y)*np.sqrt(2*y-y**2))



معمولͬ دیفرانسیل معادلات .۶ فصل ۱۴۲

]
return f_

def k1(xi,yi,**par):
return f(xi,yi,**par)

def k2(xi,yi,**par):
h = par["h"]
x_ = xi + h/2
y_ = [yi_ + k1_*h/2 for yi_,k1_ in zip(yi,k1(xi,yi,**par))]
return f(x_,y_,**par)

def k3(xi,yi,**par):
h = par["h"]
x_ = xi + h/2
y_ = [yi_ + k2_*h/2 for yi_,k2_ in zip(yi,k2(xi,yi,**par))]
return f(x_,y_,**par)

def k4(xi,yi,**par):
h = par["h"]
x_ = xi + h
y_ = [yi_ + k3_*h for yi_,k3_ in zip(yi,k3(xi,yi,**par))]
return f(x_,y_,**par)

def yi1(xi,yi,**par):
h = par["h"]
yi1_ = [yi_ + (h/6) * (k1_+2*k2_+2*k3_+k4_)

for yi_,k1_,k2_,k3_,k4_ in zip(yi,k1(xi,yi,**par)
,k2(xi,yi,**par),
k3(xi,yi,**par),k4(xi,yi,**par))
]

return yi1_

# %%

h = 0.1
T = 10
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Nsteps = int(T/h)

y0,v0 = 1.5,0
yy = [[y0,v0]]
tt = [0]

for i in range(1,Nsteps):
y_ = yy[-1]
t_ = tt[-1]

t_new = t_ + h
y_new = yi1(t_,y_,h=h)

tt.append(t_new)
yy.append(y_new)

y = [i[0] for i in yy]
v = [i[1] for i in yy]
t = tt

fig = plt.figure()
ax = fig.add_axes((0.15, 0.15, 0.7, 0.7))
plt.plot(t,y,"b-",label="y=h/r")
plt.plot(t,v,"r-",label=r"$v=\dot{y}$")
plt.xlabel('time (sec)')
ax.spines['right'].set_color('none')
ax.spines['top'].set_color('none')
plt.legend()

plt.show()
fig.savefig('C606_rungekutta6.png')
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ͬ باشد. م T = 5.5(sec) تناوب دور آماده، بدست شͺل به توجه با

۱ شماره: تمرین

آورید. بدست را n = 3 مرتبه تیلور بازگشتͬ روابط − الف
دقیق نسبی خطای نمایید. حل مجددا n = 3 مرتبه تیلور روش با را (۱) مثال سپس − ب

نمایید. گزارش (۱) مثال مانند جدولͬ در را نتایج و آورید بدست را خود محاسبات

۲ شماره: تمرین

و نمایید حل h = 0.5 گام اندازه و ۴ مرتبه رانگ⁃کوتای روش با را زیر دیفرانسیل معادله
آورید. بدست x = 2 در را تابع مقدار

y′ = sin(y), y(0) = 1
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۳ شماره: تمرین

v0 = 6700 (m/s) سرعت با دریا سطح از H = 772 (km) ارتفاع در فضاپیما ͷی
توصیف را فضاپیما حرکت که دیفرانسیل معادلات ͬ شود. م پرتاب شده داده نشان جهت در

از: عبارتند ͬ کنند م

r̈ = rθ̇2 − GMe

r2
, θ̈ = −2ṙθ̇

r
(۲۸ .۶)

،۴ مرتبه رانگ⁃کوتا روش از استفاده با ͬ باشد. م فضاپیما قطبی مختصات θ و r آن در که
بدست زمین سطح با برخورد لحظە ی تا حرکت شروع لحظە ی از را فضاپیما حرکت مسیر
ͬ کند. م برخورد زمین با زاویە ای چه با و ͬ کشد م طول مدت چه فضاپیما کنید مشخص آورید.

عبارتند: نیز نیاز مورد ثابت مقادیر

G = 6.672× 10−11 (m3kg−1s−2) universal gravitational constant
Me = 5.9742× 1024 (kg) mass of the earth
Re = 6378.14 (km) radius of the earth at sea level

۴ شماره: تمرین

تحلیلͬ پاسخ دارای معادله این بͽیرید. نظر در را شده داده اولیه شرایط و زیر دیفرانسیل معادله
مساله، تحلیلͬ جواب داشتن با است. شده آورده نیز آن تحلیلͬ پاسخ معادله ادامه در و است

نمایید. محاسبه را دقیق خطاهای ͬ توانید م
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{
y′ − y = 2(1− x)
y(0) = 3

yexact = 2x+ 3 exp(x)

تا x = 0 فاصلە ی در ۴ رانگ⁃کوتای و ۲ رانگ⁃کوتای اویلر، روش های با را معادله این
خود پاسخ دقیق خطای و کنید تکرار زیر گام  اندازە ی ۸ با را روش ۳ هر نمایید. حل x = 1

برحسب را x = 1 نقطە ی در دقیق خطای منحنͬ حال نمایید. محاسبه x = 1 نقطە ی در را
که منحنͬ به توجه با بͽیرید. لͽاریتمͬ را عمودی و افقͬ محور های مقیاس کنید. رسم را h

آورید. بدست را روش سه هر همͽرایی نرخ کردە اید، رسم

h =



0.20000
0.10000
0.05000
0.02500
0.01250
0.00625
0.00312
0.00156



۵ شماره: تمرین

دارد. وجود افقͬ سطح و بلوک بین ͷخش اصطͺاک که بͽیرید نظر در را فنر و جرم سیستم
با همیشه و ͬ باشد م است) اصطͺاک ضریب µ) µmg ثابت مقدار دارای اصطͺاک نیروی
زیر صورت به ͬ توان م را بلوک حرکت برای دیفرانسیل معادله است. مخالف حرکت جهت

کرد: بیان

ÿ = − k
m
y − µg ẏ

|ẏ|

y = y0 در بلوک اگر ͬ شود. م اندازە گیری است نشده کشیده فنر که موقعیتͬ از y آن در که
که دهید نشان ۲ مرتبه رانگ⁃کوتای روش به دیفرانسیل معادلە ی حل با ، شود رها
روش های از توان مͬ را رابطه (این است y = y0 − 4µmg/k بعدی مثبت ͷپی مقدار
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k = 3000N/m مقادیر از مساله پارامتر های و ثابت ها برای آورد). بدست تحلیلͬ
کنید. استفاده y0 = 0.1m و g = 9.80665m/s2 ، µ = 0.5 ، m = 6 kg ،
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پروژه

تصمیم تمرین، این در نماییم، تمرین دستگاه ͷی در را بیشتری دیفرانسیل معادلات تعداد اینکه برای
نهفتگͬ دوران و ایمنͬ کاهش ولد، و زاد میر، و مرگ اثرات و نموده ͬ تر واقع کمͬ را ۴ مثال داریم

ͬ کنیم. م تقسیم زیر گروه ۴ به را مطالعه مورد جامعه منظور این به بͽیریم. نظر در نیز را بیماری

(S) بیماری مستعد –

(E) بیماری معرض در افراد –

(I) مشهود عوارض با بیماران –

(R) یافته بهبود بیماران –

نشان را گروه هر جمعیت تغییرات زیر نمودار است. شده نوشته گروه هر جمعیت تعداد که
ͬ دهد. م
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POINTS OF SIGNIFICANCE

The SEIRS model for infectious disease dynamics
Realistic models of epidemics account for latency, loss of immunity, births and deaths.

Ottar N. Bjørnstad, Katriona Shea, Martin Krzywinski and Naomi Altman

The simple but fundamental SIR 
framework introduced in the previous 
column1 has been used to generate 

important insights about the evolution of 
a new epidemic in an idealized susceptible 
population with random mixing. Now 
we turn to how more complex disease 
transmission scenarios can be added to the 
model by introducing new compartments 
(groups) and more complicated flows 
between them. These will allow us to model 
important aspects such as birth, death, loss 
of immunity and age.

The basic SIR model1 has three groups: 
susceptible (S), infectious (I) and recovered 
(R), with a total population size N = S + 
I + R. It is parametrized by the infectious 
period 1/γ, the basic reproduction number 
R0 (the number of secondary cases for 
each infection in a completely susceptible 
population) and the contact rate β = γR0.

For most infectious diseases, however, 
there is a latent period between being 
infected and becoming infectious: the 
exposed group (E). Upon being infected, 
individuals will move to this group at a 
rate βSI/N and remain there for an average 
period of 1/σ before moving into the I group. 
For many respiratory infections, immunity 
after recovery is temporary and recovered 
individuals will lose immunity and return to 
S after an average protected period of 1/ω.

Demography contributes to flows in and 
out of groups. Death due to infection will 
cause a loss of individuals from the I group 
at a rate α, and all groups will experience 
background death from other causes at 
a rate µ. In otherwise stable populations, 
background deaths are balanced by births 
into S at a rate µN.

Loss of immunity, births and deaths 
contribute to susceptible recruitment into S, 
which creates an ‘open epidemic’. Ignoring 
vaccination1, these extensions (Fig. 1a) lead 
to the SEIRS model:

dS
dt
¼ μN|{z}
birth

� βIS=N|fflffl{zfflffl}
infection

þ ωR|{z}
lost immunity

� μS|{z}
death

dE
dt
¼ βIS=N|fflffl{zfflffl}
infection

� σE|{z}
latency

� μE|{z}
death

dI
dt
¼ σE|{z}
latency

� γI|{z}
recovery

� μþ αð ÞI|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}
death

dR
dt
¼ γI|{z}
recovery

� ωR|{z}
lost immunity

� μR|{z}
death

The associated basic reproduction number is 
R0 ¼ σ= σ þ μð Þ½ � ´ β= σ þ μþ αð Þ½ �
I

 because 
the infectious period is 1/(σ þ μþ α

I
) and 

the probability of the index case becoming 
infectious rather than dying while in E is 
σ/(σ + µ). For most acute infections, µ is 
much smaller than the epidemic rates so 
realistic values do not appreciably alter the 
trajectories (Fig. 2).

The trajectory of I lags that of E by the 
latency period, and (when R0 > 1) both E 
and I are predicted to eventually stabilize 
at an ‘endemic equilibrium’ that depends 
on all rates in the system2 (Fig. 1b). For our 
scenario, this occurs after about 4 years, 
when the pathogen will circulate in the 
population with E = 1.2% and I = 2.4%, 
while S = 1/R0 = 33% (Fig. 1b).

In the presence of continuous susceptible 
recruitment, the path toward the endemic 
equilibrium will always occur in epidemic 
waves (Fig. 2). The inter-epidemic interval 
TE is the wave period and is determined 
by rate parameters, host demography and 
pathogen characteristics2. These waves 
should not be confused with any seasonal 
cycles after the endemic equilibrium — the 

latter result from seasonal variation  
in β (ref. 2).

Increasing the latency period from  
1/σ = 7 to 14 days increases the 
inter-epidemic interval from about  
TE = 1.09 to 1.29 years, but the waves 
attenuate at roughly the same rate and  
reach approximately the same equilibrium 
of I(∞) = 2.4% (Fig. 2a). If the period of 
immunity is doubled to 1/ω = 2 years,  
the endemic equilibrium is halved to  
I(∞) = 1.2%, the inter-epidemic period 
is increased to TE = 1.51 years, and the 
time to settle on the equilibrium increases 
substantially because the mean SEIRS loop 
duration is longer (Fig. 2c).

A useful way to understand epidemic 
waves is with ‘phase plane’ plots that  
show the trajectory of I as a function of 
S (Fig. 2b,c). In this view, the waves trace 
out a spiral over time that converges to the 
endemic equilibrium, and this rate can be 
seen from the position of specific times on 
the spiral from the start of the first epidemic 
(for example, at the one-year mark, black 
points in Fig. 2b,c). For 1/σ = 7 days and 
1/ω = 1 year, the one-year mark on the 
trajectory (Fig. 2b, light orange) is just after 
the first trough in the wave. If we increase 
the latency period from 1/σ = 7 to 14 days, 
this point is closer to the trough (Fig. 2b, 
medium orange). The spiral is now traced 
out more slowly, reflecting the increase in 
the inter-epidemic interval TE = 1.09 to  

Fig. 1 | The SEIRS model extends the SIR model and exhibits periodicity when R0 > 1 and there  
is recruitment into S. a, The SEIRS model with demography. Rates are β (contact), σ (latency),  
γ (recovery), ω (loss of immunity), α (infection-induced death) and µ (birth and background death).  
b, The SEIRS trajectory of S (black), E (green), I (orange) and R (blue) and their endemic equilibrium 
values for R0 = 3, 1/γ = 14 days, 1/σ = 7 days, 1/ω = 1 year, 1/µ = 76 years, α = 0 and β = 0.21/day.  
A closer view of the I and E trajectories is shown with log y axis. Calculations over 1,000 time steps  
with S(0) = 0.999 and E(0) = 0.001, I(0) = R(0) = 0.

گروە های تمام افراد از µ نرخ با است. N برابر جامعه جمعیت ͬ کنیم، م فرض نمودار این در
(تولد). ͬ شود م افزوده (S) مستعد افراد به نرخ همین با و (مرگ) کاسته جامعه این در S,E, I, R

ͬ شود. م 1/µ = 76(years) آنگاه باشد، سال 76 جامعه در زندگͬ به امید اگر مثال بطور
انتقال احتمال ضربدر لحظه هر در جامعه، در فرد هر برای ها تماس تعداد متوسط کنید فرض
تماس هر در آنکه احتمال باشد. β عفونͬ و آلوده فرد ͷی و مستعد فرد ͷی بین تماس در بیماری
آنکه احتمال متوسط بطور پس است. (S/N) ∗ (I/N) باشد آلوده دیͽری و مستعد نفر دو از ͬͺی
این ضرب با و است βSI/N 2 شود آلوده جامعه در لحظه هر در بیماری، مستعد و سالم فرد ͷی
در افراد افزایش و سالم افراد کاهش میزان لحظه هر در جامعه، اعضای کل تعداد در متوسط مقدار
است. β = 0.50/ⅾay کنید فرض نظر مد جامعە ی در مثال بطور ͬ آید. م بدست بیماری نهفتگͬ فاز

۱۴۹
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خود عوارض بیماری هنوز که است روز 7 افراد در بیماری نهفتگͬ دورە ی نظر، مورد بیماری در
عوارض افراد این در و کاسته بیماری شُرˀف در افراد از σE تعداد به روز هر است. نداده نشان را
فرض است. 1/σ = 7(ⅾays) بیماری، این نهفتگͬ دورە ی به توجه با ͬ کند. م نمایان را خود بیماری،
افراد تعداد به و کاسته γI اندازە ی به بیماران تعداد از و است روز 14 بیماری این درمان دورە ی کنید
در را بیماری از ناشͬ فوت نرخ اگر است. 1/γ = 14(ⅾays) آن در که ͬ شود م اضافه یافته بهبود
بشͺل باید γ مقدار ͬ کند، م فوت بیماری بدلیل δ احتمال با بیمار هر که کنیم فرض و بͽیریم نظر
کاسته بیماری از ناشͬ فوت بدلیل بیماران از αI تعداد و شود اصلاح γ = (1 − δ)/14(ⅾay)

است. α = δ/14(ⅾay) آن در که ͬ شود م
آینده سال و ͬ دهند م دست از را خود ایمنͬ سال 1 از بعد ͬ یابند م بهبود که افرادی نهایت در
یافته بهبود افراد جمعیت از عبارتͬ به ͬ شوند. م شدن بیمار به مستعد اما سالم فرد ͷی به تبدیل مجدد
افراد به و ͬ شود م کاسته مصونیت رفع بدلیل نیز ωR تعداد µR طبیعͬ فوت بدلیل کاهش بر علاوه

است. 1/ω = 365(ⅾays) آن در ساله 1 مصونیت دورە ی به توجه با که ͬ شود. م اضافه مستعد
افراد برابر ν لحظه هر در کنیم فرض و بͽیریم نظر در نیز را واکسیناسیون جامعه این در اگر
تعداد لحظه هر در ͬ کنند، م پیدا مصونیت شوند بیمار آنکه بدون و ͬ شوند م واکسینه بیماری به مستعد
تجمیع با ͬ شود. م اضافه R یعنͬ دارند مصونیت که افرادی تعداد به و کاسته مستعد افراد از فرد νS
معادلات دستگاه ͬ توانیم م ریاضͬ زبان به مختلف، گروە های جمعیت تغییرات نرخ برای موارد همه

آوریم. بدست لحظه هر در را دسته هر جمعیت دستگاه این حل از و بنویسیم را زیر دیفرانسیل

dS

dt
= µN︸︷︷︸

تولد

− βIS/N︸ ︷︷ ︸
عفونت

+ ωR︸︷︷︸
مصونیت رفع

− µS︸︷︷︸
مرگ

− νS︸︷︷︸
واکسیناسیون

dE

dt
= − σE︸︷︷︸

نهفتگͬ

− µE︸︷︷︸
مرگ

+ βIS/N︸ ︷︷ ︸
عفونت

dI

dt
= σE︸︷︷︸

نهفتگͬ

− γI︸︷︷︸
بهبود

− (µ+ α)I︸ ︷︷ ︸
مرگ

dR

dt
= γI︸︷︷︸

بهبود

− ωR︸︷︷︸
مصونیت رفع

− µR︸︷︷︸
مرگ

+ νS︸︷︷︸
واکسیناسیون

(۲۹ .۶)

مساله: طرح
E(0) = یعنͬ بͽیرند. قرار بیماری معرض در جامعه از درصد 0.1 فقط ابتدا در کنید فرض
درصد برحسب پاسخ ها تمام تا بͽیرید نظر در N = 100 نیز را جامعه در افراد تعداد .0.001N
در شده تدریس روش هر از موارد، محاسبە ی برای نمایید. محاسبه را زیر موارد حال شوند. محاسبه
محاسبات ͬ توانید م دلخواه محاسباتͬ پارامتر هر با و کنید استفاده ͬ توانید م عددی محاسبات درس

آورید. بدست ͬ دار معن رقم ۲ دقت با را نتایج تا دهید انجام را خود



۱۵۱ بالاتر مراتب از دیفرانسیل معادلات .۴ .۶

چهار جمعیت مجموع و گرفته صفر را بیماری از ناشͬ فوت نرخ و واکسیناسیون نرخ − الف
۱۰۰ عدد باید شما پاسخ که است بدیهͬ نمایید. محاسبه یͷ سال از بعد را S,E, I, R دستە ی
در بͽیرید، درصد ۹۸ را بیمار ͷی درمان شانس و نباشد صفر بیماری از ناشͬ فوت نرخ اگر اما شود.
گذشت از بعد را S,E, I, R دستە ی چهار جمعیت مجموع مجدد حال ͬ شود. م δ = 0.02 نتیجه

است. کرده فوت بیماری بدلیل جامعه درصد چند کنید محاسبه و نمایید محاسبه یͷ سال
مستعد افراد همه روز) ۳۶۵) سال آخر تا منظم و یͺنواخت برنامە ای طبق کنید فرض اینک − ب
دستە ی چهار جمعیت مجموع مجدد باشد. ν = 1/365(ⅾay) یعنͬ شوند. واکسینه جامعه
واکسیناسیون فرض با دهید نشان و نمایید محاسبه مجدد یͷ سال گذشت از بعد را S,E, I, R

کردە اند. فوت بیماری بدلیل جامعه درصد چند
ͬ باشد. م نیاز واکسن دوز جفت چند به نظر مورد واکسیناسیون طرح اجرای برای − ج

چقدر نشود، بیمار بزند، واکسن آنکه بی جامعه از فرد ͷی سال، ͷی از بعد آنکه احتمال − د
aاست؟

نمایید. مراجعه آن به ͬ توانید م علاقه صورت در و بیشتر مطالعە ی برای است. شده استفاده زیر مقاله از سوال این طرح برای a

Bjørnstad et al. The seirs model for infectious disease dynamics. Nature Methods 17, 555–558(2020)
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پروژه

m3 از بزرگتر m2بسیار m1و جرم دو آن برای که گیریم مͬ نظر در را جسم سه مسئله ما تمرین این در
مرجع چارچوب ͷی در ما که شود مͬ فرض این، بر علاوه m1,m2 >> m3 که طوری به هستند
بنابراین دارند. قرار (−1, 0) و (0, 0) نقاط در ترتیب به m2 و m1 جرم دو که طوری به داریم قرار
ͷی ͬ تواند م مثال عنوان به این گیریم. مͬ نظر در m2 و m1 گرانشͬ کشش تحت را m3 حرکت ما

شد. خواهند زیر شͺل به حاکم معادلات کند. مدل را ماه و زمین ،ͷموش سیستم

ẋ = u

u̇ = 2v + x− µ(1 + x+ µ)

(y2 + z2 + (−1 + x+ µ)2)3/2
− (1− µ)(x+ µ)

(y2 + z2 + (x+ µ)2)3/2

ẏ = v

v̇ = −2u+ y − µy

(y2 + z2 + (−1 + x+ µ)2)3/2
− (1− µ)y

(y2 + z2 + (x+ µ)2)3/2

ż = w

ẇ = − µz

(y2 + z2 + (−1 + x+ µ)2)3/2
− (1− µ)z

(y2 + z2 + (x+ µ)2)3/2

داده v⃗ = (u, v, w) بردار با آن سرعت و r⃗ = (x, y, z) بردار با m3 جرم موقعیت آن در که
سادگͬ برای .µ = m2/m1 یعنͬ است، ۱ جرم به ۲ جرم نسبت 0 < µ < 1 پارامتر ͬ شود. م
مساله از را w و z ͷدینامی حالت این در کنید. حل x − y صفحه در و محدود را مساله ͬ توانید م
که بͽیرید نظر در پروژه این برای نمایید. حل z = 0 برای را اول چهارمعادلە ی تنها و کنید حذف

باشد. µ = 0.1
ͬ توانید م را لاگرانژ نقاط تعریف کنید. پیدا را سیستم این (لاگرانژ) بحرانͬ نقطە ی 5 − الف
جمله از فضایی، تلسͺوپ های گرفتن قرار محل نقاط این کاربرد های از کنید. مطالعه زیر لینک در

ͬ باشد. م وب جیمز تلسͺوپ
https://solarsystem.nasa.gov/resources/754/what‐is‐a‐lagrange‐point/

است، (Ⅽhaotiⅽ) آشوبناک سیستم که دهید نشان اولیه شرایط به حساسیت دادن نشان با − ب
کنید. گیری اندازه زمان در را یͺسان تقریباً اولیه شرایط دو جدایی یعنͬ

۱۵۳
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آ پیوست

پایتون با آشنایی

آن روش، هر یادگیری از بعد که است نیاز مورد بسیار این عددی، محاسبات روش های درس برای
نویسͬ برنامه زبان های گیرد. قرار تحلیل مورد روش و شود تمرین نویسͬ برنامه زیان ͷی در روش
آنکه از بیشتر دانشجو ͬ شوند م موجب که ͬ باشند م درشت و ریز نکات و جزییات دارای چنان معمولا
روش های آموزش همانا که اصلͬ محور از و باشد آن ها یادگیری درگیر باشد، آنها از استفادە ی درگیر
نرم افزارهایی و پایتون مانند زبان هایی از استفاده معمولا منظور این به گردد. غافل است محاسباتͬ
قرار کاربر اختیار در محاسباتͬ عملیات برای زیادی بسیار امͺانات که ͬ شوند م توصیه متلب مانند
نسبتا سخت افزار نیازمند آن از استفاده و ͬ باشد م حجیم بسیار متلب نرم افزار آنجاییͺه از ͬ دهند. م
همە ی اختیار در آن از استفاده امͺان و نیست نیاز چندان آن به آموزش مرحلە ی در که ͬ باشد م قوی
کاملا و ساده ،ͷسب بسیار که ͬ کنیم م استفاده پایتون زبان از درس این در ما لذا نیست، دانشجویان
زبان از استفاده در که جالب تری نکته ͬ کنیم. م استفاده ͬ باشد م دانشجویان همه برای دسترس در
است. موجود زبان این برای بسیاری آنلاین (Interpreters) مفسرهای ، ویرایشͽر ها وجود، پایتون
دانشجو و ͬ کند م بی نیاز محدودیت وجود صورت در کامپیوتر ͷی حتͬ داشتن از را دانشجو این و
سادە ی کد های نوشتن به اقدام خود موبایل گوشͬ داخل در اینترنت، به اتصال با بود خواهد قادر
قرار دسترس در گوگل حساب ͷی داشتن با تنها که خوب بسیار محیط های از ͬͺی نماید. پایتون
ͷی اجرای با ادامه در است. Google Colab (colab.research.google.com) سامانە ی دارد

ͬ شوید. م آشنا سامانه این امͺانات با ساده خطͬ چند مثال

کولب گوگل با کار شروع آ. ۱

Google) کروم گوگل است بهتر که خود وب.بروزر گوگل، کاربری حساب داشتن از اطمینان از بعد
مورد صفحە ی در بروید. colab.research.google.com آدرس به و باز را باشد، (Chrome

نمایید. ایجاد نوت بوک ͷی و نموده ͷکلی NEW NOTEBOOK روی نظر
ⅭPU و RAⅯ شما برای تا نمایید ͷکلی Ⅽonneⅽt دکمە ی روی شده، ایجاد نوت بوک در
پایتون دستور اولین و است.) شده داده نشان شͺل در (که شده اول سلول وارد سپس یابد. اختصاص

۱۵۵



پایتون با آشنایی آ. پیوست ۱۵۶

ͬ باشد. م جدید نوتبوک لینک حاوی که کولب گوگل در شروع صفحە ی آ. ۱: شͺل

Ⅽeⅼⅼ در و است کرده پیدا اختصاص ⅮISK و RAⅯ آن در که نوتبوک کولب  محیط آ. ۲: شͺل
است. شده اجرا و نوشته پرینت دستور ۱ شماره

بنویسید. را باشد زیر دستور که خود

۱ شماره: مثال

print("Hello, World!")

هر اجرای از بعد نمایید. استفاده ( ) سلول هر چپ سمت دکمە ی از ͬ توانید م اجرا برای
شد. خواهد ظاهر سلول همان پایین در نتیجه سلول،

متغیر ها آ. ۲
عملͽرها و ͬ شوند م نگهداری متغیر ها درون دادە ها نویسͬ برنامه زبان های دیͽر مانند به پایتون زبان در
دیͽر مانند عموما عملیات این ͬ کنند. م عمل دارد وجود داده آن ها در که متغیر هایی یا و دادە ها روی



۱۵۷ دادە ها ساختار آ. ۳.

ͬ شوید. م آشنا آنها از مواردی با زیر مثال در که باشند متفاوت مورد چند در شاید اما ͬ باشند. م زبان ها

۲ شماره: مثال

# comment ....

a,b = 35,10

c = "Exponent: b**3"
print(f"c={b**3}")

c="Modulus (remainder): a%b"
print(f"c={a%b}")

c="Floor Division (quotient): a//b"
print(f"c={a//b}")

را کرکترها از دنباله ͷی و است string یا رشتە ای متغیر ͷی ⅽ متغیر که نمایید دقت بالا مثال در
نوعͬ ͬ گیرند. م قرار (" ") علامت دو بین در که هستند عبارت هایی رشتە ها ͬ دهد. م جا خود در
ͬ شوند، م مشخص (") اولین ابتدای در f حرف داد قرار با و دارند شهرت fstring به که رشتە ها از
دیده که همانطور بپذیرند. ({ }) علامت جفت ͷی بین را دیͽر متغیرهای خود درون ͬ توانند م
که بفرمایید دقت همچنین فراخواندە اند. را fstring رشتە های print توابع بالا مثال در ͬ شود، م
و تفسیر را است شده مشخص خط ابتدای در (#) علامت با که ⅽoⅿⅿent عبارت پایتون مفسر

ͬ گیرد. م نظر در برنامه در توضیحͬ را آن و ͬ کند نم اجرا

دادە ها ساختار آ. ۳
Ob− یا اشیاء قالب در ͬ تواند م نیز برنامە نویس و هستند مختلفͬ ساختارهای دارای دادە ها پایتون در
عدد تک که نردە ها بر علاوه پیش فرض در نماید. ایجاد را خود دلخواه و جدید ساختار های jeⅽts،

دارد. وجود پایتون در دیͽر مهم ساختار ۳ ͬ باشند، م (string) رشته تک یا و (nuⅿber)

(Ⅼists) لیست ها –

(Tupⅼes) چندتایی ها –



پایتون با آشنایی آ. پیوست ۱۵۸

(Ⅾiⅽtionaries) واژە نامە ها –

طریق از و گرفتە اند قرار هم کنار در مشخص نظمͬ با که هستند دادە ها از دنبالە ای لیست ها
ساختار این با زیر مثال در داشت. دسترسͬ دادە ها آن تک تک به ͬ توان م حلقه ͷی درون یا و اندیس

ͬ شوید: م آشنا

۳ شماره: مثال

bikes = ['trek', 'redline', 'giant']
first_bike = bikes[0]
last_bike = bikes[-1]
# Looping through a list
for bike in bikes:

print(bike)
# Adding items to a list
bikes = []
bikes.append('trek')
bikes.append('redline')
bikes.append('giant')
# Making numerical lists
squares = []
for x in range(1, 11):

squares.append(x**2)
# List comprehensions
squares = [x**2 for x in range(1, 11)]
# Slicing a list
finishers = ['sam', 'bob', 'ada', 'bea']
first_two = finishers[:2]
# Copying a list
copy_of_bikes = bikes[:]

مثال در ͬ کند. نم تغییر تعریف از بعد آنها دادە های که هستند لیست نوعͬ tupⅼes یا چندتایی ها
ͬ کنید. م مشاهده را چندتایی ͷی تعریف نحوە ی زیر



۱۵۹ دادە ها ساختار آ. ۳.

۴ شماره: مثال

# Making a tuple
dimensions = (1920,1080)
print(dimensions[0])

بصورت دادە ها آنها در که هستند دادە ها ساختارهای از دیͽری نوع Ⅾiⅽtionaries یا واژە نامە ها
مد مقدار مربوطه، کلید از استفاده با که ͬ شوند. م نگهداری (key‐value pair) مقدار و کلید جفت

کنید: توجه زیر مثال به ساختار این از استفاده و ایجاد با آشنایی برای ͬ شود. م فراخوانده نظر

۵ شماره: مثال

# A simple dictionary
alien = {'color': 'green', 'points': 5}
# Accessing a value
print(f"The alien's color is {alien['color']}")
# Adding a new key-value pair
alien['x_position'] = 0
# Looping through all key-value pairs
fav_numbers = {'eric': 17, 'ever': 4}
for name, number in fav_numbers.items():

print(f"{name} loves {number}")
# Looping through all keys
fav_numbers = {'eric': 17, 'ever': 4}
for name in fav_numbers.keys():

print(f"{name} loves a number")
#Looping through all the values
fav_numbers = {'eric': 17, 'ever': 4}
for number in fav_numbers.values():

print(f"{number} is a favorite")
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شرطͬ عبارت های آ. ۴
شرط ͷی وجود که ͬ شوند م استفاده مواردی در شرطͬ عبارت های ͬ آید، برم آن نام از که همانطور
شرایط برای کد، اجرای از مختلفͬ مسیرهای ͬ تپان م عبارتها این ͷکم به کنند. بررسͬ را شرایط و

ͬ شوید. م آشنا آن ها از استفادە  نحوە ی و عبارتها این با زیر مثال در نمود. ایجاد را مختلف

۶ شماره: مثال

# Conditional tests
# equals x == 42
# not equal x != 42
# greater than x > 42
# or equal to x >= 42
# less than x < 42
# or equal to x <= 42
# Conditional test with lists
'trek' in bikes
'surly' not in bikes
# Assigning boolean values
game_active = True
can_edit = False
# A simple if test
if age >= 18:

print("This line is the first line of block.")
print("You can vote!")
print("This line is the last line of block.")

# If-elif-else statements
if age < 4:

ticket_price = 0
elif age < 18:

ticket_price = 10
else:

ticket_price = 15

علامت ͷی به eⅼse و eⅼif و if از بعد شرطͬ عبارتهای که کنید توجه نکته این به بالا مثال در



۱۶۱ حلقە ها آ. ۵.

در هستند، همراه تورفتگͬ ͷی با بعدی خطوط در : علامت از بعد که فرمانهایی ͬ شوند. م ختم :
بلوک ͷی دارند تورفتگͬ هم با که فرمان هایی این به شد. خواهند اجرا مذکور، شرط ارضاء صورت

ͬ شوند. م گفته (bⅼoⅽk)

حلقە ها آ. ۵
تکرار پیوسته بلوک ها این درون کدهای و هستند. بلوک دارای شرطͬ عبارتهای مانند هم حلقە ها
حلقە ی در ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد معمولا for و whiⅼe حلقە ی نوع دو پایتون، در ͬ شوند. م
شرط این که ͬ شوند م تکرار زمانͬ تا بلوک درون کد های و ͬ شود م آورده ابتدا در شرطͬ whiⅼe
تمام بازاء بلوک درون کدهای ͬ شود م معرفͬ ابتدا در لیست ͷی for حلقە ی در و ͬ شود. م ارضاء

ͬ شوید. م آشنا بیشتر مختلف حلقە های مفهوم با زیر مثال در ͬ گردد. م تکرار لیست اعضاء

۷ شماره: مثال

# A simple while loop
current_value = 1
while current_value <= 5:

print(current_value)
current_value += 1

# Letting the user choose when to quit
msg = ' '
while msg != "quit":

msg = input("What's your message? ")
print(msg)

# A simple for loop
finishers = ['sam', 'bob', 'ada', 'bea']
for x in finishers:

print(x)
# A for loop using range
for x in range(1, 11):

print(x)

که ͬ کنید م مشاهده زیر مثال در ͬ گیرد. م کاربر از را ⅿsg متغیر مقدار input تابع بالا مثال در
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کرد. درست جدید لیست های ͬ توان م چͽونه شرطͬ عبارت های و حلقە ها از

۸ شماره: مثال

# using loop and condition in index of list
L1 = list(range(1,10))
L2 = [2,30,8]
L3 = [x for x in L1 if x not in L2]
print(L3)

توابع آ. ۶

توابع دهند. انجام را خاصͬ عملیات تا ͬ شوند م طراحͬ که هستند کدها از بلوکͬ Funⅽtions یا توابع
انجام جهت اطلاعات این از و ͬ کنند م دریافت  arguⅿent یا ورودی عنوان به را اطلاعاتͬ معمولا

ͬ شوید. م آشنا زیر مثال در آنها از استفاده و توابع تعریف از نمونه جند با ͬ کنند. م استفاده عملیات

۹ شماره: مثال

# A simple function
def greet_user():

"""Display a simple greeting."""
print("Hello!")

greet_user()

# Passing an argument
def greet_user(username):

"""Display a personalized greeting."""
print(f"Hello, {username}!")

greet_user('jesse')

# Default values for parameters
def make_pizza(topping='bacon'):

"""Make a single-topping pizza."""
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print(f"Have a {topping} pizza!")
make_pizza()
make_pizza('pepperoni')

# Returning a value
def add_numbers(x, y):

"""Add two numbers and return the sum."""
return x + y

sum = add_numbers(3, 5)
print(sum)

به و کرده صدا را خود خود، بدنە ی داخل در قادرند و هستند جالبی خاصیت دارای پایتون در توابع
(Recursive Functions) بازگشتͬ توابع را توابع نوع این کنند. ایجاد حلقه نوعͬ واقع در طریق این
در و ͬ کنیم، م محاسبه را عدد ͷی فاکتوریل آن در که زیر ۱ مثال به توابع این با آشنایی برای ͬ نامند. م

فرمایید. توجه ͬ شود، م پرش لیست ͷی درون مͺان ها که آن بعدی مثال

۱۰ شماره: مثال

def factorial_recursive(n):
# Base case: 1! = 1
if n == 1:

return 1

# Recursive case: n! = n * (n-1)!
else:

return n * factorial_recursive(n-1)

# Example
factorial_recursive(5)

#-------------------------------------------
# Output
# 120

https://realpython.com/python-thinking-recursively۱
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۱۱ شماره: مثال

houses = ["Eric's house", "Kenny's house", "Kyle's house", "Stan's house"]

# Each function call represents an elf doing his work
def deliver_presents_recursively(houses):

# Worker elf doing his work
if len(houses) == 1:

house = houses[0]
print("Delivering presents to", house)

# Manager elf doing his work
else:

mid = len(houses) // 2
first_half = houses[:mid]
second_half = houses[mid:]

# Divides his work among two elves
deliver_presents_recursively(first_half)
deliver_presents_recursively(second_half)

# Example:
deliver_presents_recursively(houses)

#---------------------------------------
# Output:
# Delivering presents to Eric's house
# Delivering presents to Kenny's house
# Delivering presents to Kyle's house
# Delivering presents to Stan's house



۱۶۵ (ⅯOⅮUⅬES) مجموعک ها آ. ۷.

(Ⅿoⅾuⅼes) مجموعک ها آ. ۷
نام به فایل ͷی درون را خود شدە ی نوشته توابع از مجموعە ای نویس برنامه که ͬ دهد م اجازه پایتون
فراخوانͬ را مجموعک ها این خود کد های درون نیاز صورت در و دهد قرار Ⅿoⅾuⅼe یا مجموعک
باعث کار این نباشد. مختلف کد ها در آن ها بازنویسͬ به نیاز تا نماید. استفاده آن ها درون توابع و
اختیار در و شدە اند تهیه قبلا مجموعک ها این از بسیاری ͬ شود. م کد ها شدن خوانا بیشتر و تمیز
ͷی کار این با ͬ کنیم. م ذخیره pizza.py فایل در را زیر کد مثال بطور دارد. قرار برنامە نویس ها

ͬ شود. م ساخته مجموعک 

۱۲ شماره: مثال

# Storing a function in a module
# File: pizza.py
def make_pizza(size, *toppings):

"""Make a pizza."""
print(f"\nMaking a {size} pizza.")
print("Toppings:")
for topping in toppings:

print(f"- {topping}")

آن در شده نوشته تابع از و ͬ شود م دریافت بالا، مثال در شده ساخته مجموعک زیر مثال در و
آشنا خود کد در آن از استفادە  و مجموعک دریافت نحوە ی انواع با شما مثال این در ͬ شود. م استفاده

ͬ شوید. م

۱۳ شماره: مثال

# Importing an entire module
# File: making_pizzas.py
# Every function in the module is available
# in the program file.
import pizza
pizza.make_pizza('medium', 'pepperoni')
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pizza.make_pizza('small', 'bacon', 'pineapple')

# Importing a specific function
# Only the imported functions are available in the program file.
from pizza import make_pizza
make_pizza('medium', 'pepperoni')
make_pizza('small', 'bacon', 'pineapple')

# Giving a module an alias
import pizza as p
p.make_pizza('medium', 'pepperoni')
p.make_pizza('small', 'bacon', 'pineapple')

# Giving a function an alias
from pizza import make_pizza as mp
mp('medium', 'pepperoni')
mp('small', 'bacon', 'pineapple')

# Importing all functions from a module
# Don't do this, but recognize it when you see it in others' code.
# It can result in naming conflicts, which can cause errors.
from pizza import *
make_pizza('medium', 'pepperoni')
make_pizza('small', 'bacon', 'pineapple')

اختیار در بسته ͷی بصورت که آنها به وابسته فایل های و مجموعک ها از مجموعە ای به نهایت در
محاسبات روش های درس در ͬ شود. م گفته Ⅼibrary یا کتابخانه اصطلاحا ͬ گیرد م قرار کاربران
این کرد. خواهیم استفاده و بود خواهیم درگیر الباقͬ از بیشتر پایتون مهم کتابخانە ی ۲ با ما عددی
خواهید آشنا کتابخانە ها این از استفاده با زیر مثال در matplotlib و numpy از: عبارتند کتابخانە ها

شد.
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۱۴ شماره: مثال

# Making a line graph
# fig represents the entire figure, or collection of plots; ax
# represents a single plot in the figure.
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

fig = plt.figure(figsize=(15, 5))

x_values = [0, 1, 2, 3, 4, 5]
squares = [0, 1, 4, 9, 16, 25]
y_values = 25*np.sin(x_values)
ax = plt.subplot(121)
ax.plot(x_values, squares, label='squares')
ax.plot(x_values,y_values, label= 'sin')
ax.set_xlabel("x_values")
ax.set_ylabel("y_values")
ax.grid(True)
ax.legend()

# Making a scatter plot
# scatter() takes a list of x and y values; the s=10 argument
# controls the size of each point.
x_values = list(range(10))
squares = [x**2 for x in x_values]
ax = plt.subplot(122)
ax.scatter(x_values, squares, s=100,label='scattered data')
ax.set_xlabel("x_values")
ax.set_ylabel("y_values")
ax.grid(True)
ax.legend()

plt.show()
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۱ شماره: تمرین

مقایسه هم با و ترسیم x ∈ [0, 2π] بازە ی در را زیر ͬ های منحن آن در و بنویسید برنامە ای الف:
کنید.) استفاده حتما numpy کتابخانە ی و حلقه از خود برنامه (در کنید.

y1 = sin(x),

y2 =
5∑

n=0

(−1)(n) x(2n+1)

(2n+ 1)!

ترسیم قبلͬ بازه همان در را الف قسمت ͬ های منحن اختلاف آن در و بنویسید برنامە ای ب:
کنید.

۲ شماره: تمرین

ⅿام جملە ی تا nام جملە ی از فیبوناچͬ سری و شود نوشته تابعͬ آن در که بنویسید برنامە ای
جمله از را سری این و شود فراخوانده نظر مورد تابع ادامه، در .(return) برگرداند و محاسبه

نماید. پرینت را ۱۱۰ام تا ۱۰۰ام

F0 = 0, F1 = 1,

Fn = Fn−1 + Fn−2
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۳ شماره: تمرین

اول اعداد یافتن برای (Sieve of Eratosthenes) اراتوستن غربال روش
تمام ترتیب به و ͬ کنیم م ایجاد n شده داده عدد مساوی یا کوچͺتر اعداد از لیستͬ روش این در
ͬ کنیم م حذف لیست از را ͬ باشند م کوچͺتر عدد ͷی از مضربی و نیستند اول عدد که اعدادی

a است. آمده مراحل این جزییات (1) الͽوریتم در
برگرداند. برنامه به لیست ۲ و بͽیرد ورودی عنوان به را n صحیح عدد که بنویسید برنامە ای

.n مساوی یا کوچͺتر اول اعداد از لیستͬ − ۱
شامل لیست این شدە اند. حذف اولیه لیست از و نبودە اند اول عدد که اعدادی از لیستͬ − ۲

باشد. نیز شدن حذف ترتیب شماره
نمایید. پرینت n = 15 برای مثال بطور را خود برنامه خروجͬ − ۳

List 1 List 2

Prime Numbers Order Removed Value

2 1 4
3 2 6
5 3 8
7 4 10
11 5 12
13 6 14

7 9
8 15

https://en.wikipedia.org/wiki/Sieve_of_Eratosthenesa
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Algorithm 1: SIEVE OF ERATOSTHENES
Input: An integer n
Output: A list p, consisting prime numbers less than or equal to the given

integer n
1 p← [2, . . . , n]
2 for i← 2 to n do
3 if i not in p then
4 continue

5 jmax ← n/i
6 for j ← 2 to jmax do
7 # Remove j from p
8 p.remove(j)

9 return p


